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От одного и двух к бесконечности, 


ДВла нас является невозможным проследить по 
непосредственным источникам генезис понятия о 
целом положительном числе. Превнейщий пись- 
менный математический памятнин, дошедший до 
нас, — папирус, написанный египетским писцом 
Вамесу (Яхмос) за’ 1700 лет ло Р. Х., свидетель- 
ствует нам, что и в это отдаленное время египтяне 
были знакомы с действиями не тольно над целыми 
числами, но и над дробями. За неимением непо- 
срецственных свидетельств, мы должны обратиться 
к свидетельствам косвенным, 

Такими косвенными свидетельствами являются 
данные этнологии, относящиеся к современным ин- 
карям, ванные, которые можно почерпнуть, изучач 
развитие детей, и наконец данные, извлекаемые 
из изучения с одной стороны —народных прелани 
с другой-—языка, который является несомненно 
памятником психологической работы давно отжив- 
ших поколений, 

И все эти косвенные свидетельства одинаково 
освещают и ‘подтверждают лаве истины, имеющие 
важное значение и для истории человеческого 
духа`и для психологии понятия о числе. 

Многотрудною и продолжительною психологиче- 
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<скою работою приобретало постепенно человеёче- 
ство понятие о послецовательных целых числах, 
расширяло, если позволено так выразиться, свой 
численный кругозор; арн этом панятию о числе 
отвлеченном всегла предществовало и сначала с 
ним тесно спивалось понятие о числе паких-нибудь 
определенных предметов, большею частью орга- 
нов человека, служивших ему пособием при 
счете. ы № 

Мы можем даже, с помощью преимущественно 
данных лингвистики, ‚видеть в пали веков, нам 
преншествующих, те эгапы, ‘на ноторых остана- 
вливалась по временам психологическая работа 
человечества, чтобы, постоянно затем возобно- 
вляясь, привести нас, наконец, к тому понятию © 
бесконечном фяде целых положительных чисел, 
которое составляет предмет изучения чистой мате- 
атики, и, исхоля из которого, математика достигла 
понятия о комплексном числе, 

‚С трудом можем мы представить себе народ, у 
которого не сушествует особенных названий пля 
чисел больших трех, нарол, цля которого все прочие 
численныя выражаются олним словом куча, --- а 
между тем многие свидетельства путешественни- 
ков и этнологов указывают на то, чта такие на- 
роды существуют. 

Как ребенок, не научившийся считать, не., отве- 
тит числом на вопрос, сколько у него кукол, но 
подробно опишет все свои куклы, -- так и эски- 
мосы, по словам путешественника Парри, не.мо- 
тут правильно сосчитать своих цетей, если их 
больше трех. Они отличают похожие предметы не 
отзлеченными числами; первый, зторой третий 
ит. д, но названием, индивидуально ‘связанным с 
кажлым пересчитываемым предметам. Не общее 
число своих‘ собак держит в памяти эскимос, но 
отдельные представления о белой собаке с чер- 
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ными крапинами, о собаке, родившейся в голодную 
зиму, и т, п. Поэтому пересчитывание является лля 
дикаря, ‘как указывают-данные, расбросанные в 
сочинениях по первобытной культуре Леббока, 
Тайлора и др, операциею тяжелою, трудною, 
после которой дыкарь сейчас же начинает жало- 
ваться на боль в голове, ” 

Эту сталию умствепного развития, на которой на- 
ходятся теперь также ботокуды Бразилии и па- 
ууасы Новой Голиандим, проходила несомненно и 
арийсная раса, которая затем, в лице высших прел- 
ставителей своего гения, открыла численную за- 
хономерность и в движении отдаленных небес- 
пых светил и в движении неизмеримо-малых мо- 
ленул материи. 

Что и лля арийской расы было время, когда 
понятие о числе не прелставяялось с лостаточной 
отчетливостью, подтверждают прежде всего пре 
пания народов, указывающие на тех благодетелей 
человечества. которые научили его числу. У гре- 
ков, мапример, такими изобретателями числа явля- 
ются то Паламел, то Прометей. 

Припомним ту поэтическую картину, в которой 
передает ‚прелание об изобретении числа, устами 
Прометея греческий трагик Эсхил вего бессмертной 


трагедии „Прикованный Прометей": 


Послушайте, что смертным сделал я... 
Тисяо им изобрел * 

М буквы научил соединять, 

Им иамять дал, мать муз, всего причину, 


Данные языка, подобно народным преданиям’ 
указывают нам на первые стадии выработки. на” 
званий пля чисел. и на первые стадии раввития 
понятия об отвпеченном числе, 

Существование во многих языках елинственного, 
ббойствениото и множественного чисел указывают, 
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повидимому, на ту пройвенную ступень развития, 
при которой ясно различались понятия об одном 
предмете и о двух предметах, но начиная’ с трех, 
такое различие прекращалось, и являлось только 
оно понятие о множестве, мз котораго еше не 
вифференцировались другие числительные. 
Ноестьланные, указывающие нам и на следующую 
<тупень развития, на которой явились отдельные 
названия для трех н четырех, но вместе с тем эти 
числа, являясь крайними пределами чисел, имев- 
их название, служили символами множества, гро- 
мадности. Пригомним изречение Овидия: 


дегаие ачаетдие БеаН“, 


и сопоставим с ним изображение множества ‘в 
егилетских иероглифах четырьмя чертами, или ви- 
тайское „четыре моря" вместо всех морей. 

Не лишено значения и указание лингвистики на 
то, что по грамматическому строю первые три 
числительные во многих языках резко отличаются 
от всех прочих числительных; первые три чиели- 
тельные изменяются но родам (два, две, тез, Ча), 
все прочие не изменяются. Первые. чиспительные 
приналлежат, очевипно, более ранней эпохе, чем 
та, в которую вырабатывались назвения прочих. 
То обстоятельство, что корни первых трех числи- 
тельных общи всем известным народам арийской и 
народам семитской рас, между тем как сходство 
пропадает пля дальнейших чиспительных, показы- 
вает, что названия прочих числительных появились 
уже в ту, сравнительно недавнюю эпоху, когда 
арийские и семитские народы покинули свою общую 
ропину. 

Если название числитёльного д6@ связаны у раз- 
ных народов с различными органами человека или 
эмивотных (у китайцев два-—пу (уши); в Тибете 
два— райзсВа (крыло), у готтентотов лва-—Коап» 
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{рува), то выработка дальнейших ‘названий пля 
чисел находится, что признают филологи, в связи 
во вястон то пальцам. (Имена числительные во 
многих языках указывают нам, чтоу первобытного 
человека пальцы являются преимущественным 
орулием счета, т.-е, постоянным неизменным ря- 
дом значков, с которым при пересчитывании срав- 
нивается всякий лругой новый ряп пересчитывае: 
мых предметов. 

“Когда зулусу, напр., нужно сказать шесть, он го- 
ворит ‘абз{ира, что значит взять большой папех 
руки; в Гренланлии, в долине Ориноко, в Австралии 
шесть равнозначаше с фразоио; один с пругой руки, 
десять--две руки, опинналпать--две руки и палец, 
двалиать- человек: У эскимосов’берегов Гулзонова 
залива название числительных пля восьми, девяти, 
несяти несомненно совпадают с названиями срел- 
него, четвертого и, малого пальцев; то же самое 
замечается у гуарани Южной Америки и у ма- 
лайцев. У таманаков. с Ориноко’ пвадиать один-— 
один © руки другого человека; такое выражение 
объясняется, если мы сопоставим с ним рёссказ пу- 
тешественников о том, что у некоторых наропов 
Южной Африки счет чисел и теперь производится 
с номощью двух, трех человек, при чем пальцы 
опного соответствуют единицам, пальцы другого— 
цесяткам, пальцы третьего-—сотнам. 

Что касается до языков арийской расы, то 
только корень числительного пять (реп) несо- 
мненно тожествен скорнем санскритского. рапКану 
или персидского решей (распростертая рука). Но 
нельзя не упомянуть и о гипотезе Потта, сбъ- 
ясняюшей подобным же образом и следующие 
числительные названияим мизинца и прочих паль- 
цев правой‘ руки. 'Потт сопоставляет, например, на- 
звание мизинуя в’ латинском языке (воисшаи$-- 
цистящий уши) с тожеством в арийских ‘языках 
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корня числительного мееть и глагола скрести. По- 
добные же натянутые объяснения дает Потт и пля 
слепуюших числительных. 

Но и независимо от гипотезы Потта раньше 
приведенные лингвистические данные несомненно 
подтверждают ту истину, Что названия для первых 
чисел получались от конкретных. предметов, но- 
тарыми пользовались для счета, что понятие об 
отвлеченном целом числе вырабатывалось из при- 
влапного целото числа, из пазваний предметов слу: 
живших для счета, 

На известной стадии развития человечества рас- 
шнрение области ясно представляемых и называе- 
мых чисел пошло быстрее; но мы можем все таки 
указать, основываясь на нультурно-историческия 
данных, как постепенно расширялась область чи- 
сел, как постепенно то те, то другие « все 
большие и большие числа являлись препелами 
чисел, имевших свои определенные названия, и по- 
тому символами неопределенного множества. 

Мы находим, например, объяснение, почему число 
эринадцать считалось и по сия пор считается суе- 
верными люльми приносяшим несчастие, если до- 
пустим, что число даенадиать являлось в известное 
время символом множества, синонимом полноты. 
и следующее за ним число являлось лишним и 
потому нечестивым, несчастным, 

В тюркских пегендах, в скифских сагах синони- 
мом неопрепеленного множества является или со“: 
рок или сорок сороков. Влияние туранских сказаний 
на наши были, изученное Стасовым, ` позволяет 
отнести к туранскому источнику и наше русское 
сорок соронов, часто употребляёмое, как символ не- 
счетного множества. 

Но еще больший культурно-исторический- инте- 
рес связан с числом, шеетьдесят, которое тан часто 
фигурирует в преданиях вавилонския, персидских 
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и греческих, являясь в них всегиа синонимом боль- 
шиого числа. ПРетьйсят является числом вавилон- 
ских богов. шестьдесят локтей—вышина золотого 
ипола, поставленного в храме Навуходоносора. 
Поздиее с тем же значением несчетного множе- 
ства являются некоторые кратные шестидесяти: 
300, 360. Ксеркс дел Геллеспонту 300 улароз, Кир 
Газпробил реку Гиндес, в которой. потонула одна 
из его любимых лошадей, на 360 ручьев. В онной 
персидской песне воспеваются 360 полезных упо- 
треблений пальмы, 

Числа, встречающиеся в вавилонских преданиях, 
зрепставляют кульхурно-исторический интерес в 
двояком отношении. Вазипон представляется , нам. 
< олной стороны ролиною гаданий, основанных 
на числах, родиною различных числовых суеверий, 
которые имели обширное влияние < одной сто- 
роны на Китай, с пругой`на илеи Пифагорейской 
школы, придававыей числам особое’ мистическое 
значение. Это-мистическое значение, придававизееся 
числам,‘ может служить новым указанием на но- 
вость и трудность понятие о числе на известной 
ступени человеческого развития *). 

С другой стороны чиспо 60, встречающееся в 
легендах КВавилонскога происхождения, впослед- 
ствии в Вавилоне же, при развитии научных знаний, 
явилось основанием системы счисления, слелы ко- 
торой сохранились у нас з лелении времени и 
углов. ' . 

По мере развития десятичной системы счисления, 
ее единицы различных разрядов являлись симво- 
лами множества, В перковно - славянском языке 
заьи, т.е. неизмеримое множество, есть синоним 
тб тысячи, то десятка тысяч. Но. сушествовало 


*) Вопросу о числовой мистине Посвящена статья проф, 
В. В. Васильева: „О числовыя суевериях”. Казань, 1885. 
Смотри такте далее гпаву 
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еще и „великое словенское числа“, употребля- 
вшееся, „коли прилучался веникий счет и перечень“. 
Этот великий счет щел до единицы 48-го разряда 
и даже иногда до елиницы 49-го разряда. В этом 
зеликом счете тьма означает уже тысячу тысяч, 
являются и высшие единицы: легион т.е. тьма тем 
(миллион миллионов), леодр т.е. легион легионов 
м наконец ворон или леодр пеопров. 

„И более сего, — говорится в славянских руко- 
писях,—месть (человеку) разумевати“. Но иногда 
{в одной рукописи ХУЙ столетия) доходили и ло 
десяти воронов или я04оды и затем наивно приба- 
вляли: „сего числа нёсть больше“. 

Таким образом и здесь есть мредел чиелам, но 
как палеко отстоит этот препел от тех первых 
пределов, на которые указывают ланные линг- 
вистики. 

Мы можем с большою вероятностью указать ту 
ветвь арийской расы, ноторая относилась © 0со- 
бенною любовью к громадным числам и старалась 
по мере возможности расширить пределы улотре- 
бляемых чисел, изобретая для них особенные на 
звания. Эта ветвь- древние издусы. Мм приналле- 
жит честь поразительного развития искусства счета, 
как им ще человечество обязано арифметикою по- 
ложения. Подобно тому, как боги греков схолят 
иногда с Олимпа и, принимая ‘участие в людских 
битвах, гордятся силою своих мускулов, учитель 
Нирваны и закона владыка Буафа еще в юном воз. 
расте отличался искусством счета. Я приведу отры- 
вок из прекрасного русского перевода поэмы 
Элвина Арнольна; „Свет Азии или Великое Отр 
чение", с необыкновенною точностью передающей. 
легенву о Буддь. 

Восьмилетний царевич, будуший Будда, полвер- 
тается испытанию Висвамитрою, „наук, искусств 
учителем превосходным“, 
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„И сказал Висвамитра: 

Довольно, перейлем к цифрам! Повторяй за мной, 
считай так, как я буду, пока пойцем по лакхи 
(пакха==100.000): олин, два, три, четыре, затем 
десятки, и сотни, и тысячи, 

И вслед за ним назвал отрок единицы, лесятки, 
сотни И не остановился на лакхе; нет он шептал 
дальше до тех чисел, которыми можно считать 
все, начиная от зерен на поле и по самой мелкой. 
песчинки. Потом он перешел к катхе, к счету 
звезд ночных, к кати-катхе, счету морских капель, 
и далее к счету песчинок Ганга и к счету, едини- 
цами которого изображается весь песок десятка 
лакх рек таких, как Ганг. Затем лошли еще более 
тромадные числа... и, наконец, число, при помоши 
которого боги вычисляют свое прошедшее и бу. 
пушее *). 

Ташамага (жизнеописание Бупды) цаетъ даже 
число атомов в иожане' (=3200 влин лука): оно 
равно 108,470,495,616,000. 

„Псамщит“ Архимеда. Задача выполнения неопре- 
пеленно палеко простирающегося счета, которую 
поставили и разрешали индийские мудрецы за не- 
сколько столетий до начала нашей эры, перешла 
и к эллинам. 

Поп индийским влиянием, может-быть, написено 
знаменитое сочинение Архимеда: „Псаммит или 
исчисление песку в пространстве равном шару не- 
лопвижных звезл“ *). Но задача, которая на инлий- 
ской почве явилась удовлетворением простого любо- 
пытства, имеет в творении ‘греческого мудрепа 
высокое научное значение. “ 

Псаммит Архимеда имеет нелью доказать, что 
в противнось мнению тех, которые думают, что 


>) Свет Азни--перевол Я. Анненской, стр, 8—9. 
3") Руссний перевед этоге сочинения издан в 1824 г. 
©` Петрушевским. ы 
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число песчинок бесконечно и не может быть со 
считано, нетрулно составить понятие о таких чис- 
лах, которые больше числа песчинок, вмещаю- 
щихся в пространстве равном величине ме только 
Земли, наполненной песком со всеми своими про- 
настями и глубиною морскою, даже до вершин 
высочайших гор, но и целого мира илм зара пе- 
полвижных звезд, 

Мир для Архимеда шар, которого центр в Земле, 
фаднус же равен разстоянию от центра земли до 
чентра Солнца; поперечник шара неподвижных 
звези меньше десять тысяч раз взятого попереч- 
ника мира, 

Чтобы решить поставленную себе залачу, Архи- 
мед показывает, на основании предположений со- 
временных ему астрономов и собственных наблю- 
пений нал величиною вилнмого поперечника Солнна, 
что поперечник мира меньше ста мириац мириад 
стадий (мириада:-10,000; греческая стадия имела 
в себе 504 фута 4';» люйма]. Относительно вели. 
чины песчинок он пелает предположение, что 
число песчинок, сопержащихся в количестве песку 
че больше макового зерна, будет не больше ми 
риады, и что поперечник макового зерна не меньше 
сороковой части пюйма (греческий пюйм был не- 
много больше’ 3.4 нашего). После. этих предполо- 
жений Архимел переходит н изложению своей но- 
менвлатуры чисел. 

Числа от единицы до мириады мириад (от } ло 
-102) называются первыми; мириада мнриад первых 
чисел (10*) называется епиницею вторых чисел, и 
вторые числа идут от этой единицы до мириеды 
мириад этих единиц (от 10* до 108). Мириада ми- 
риад вторых чисел называется единицею третьих 
зисел и третьи числа идут до мириады мириад 
этой евиницы (от 108 до 1024), 

Полобным же образом булем продолжать назы- 
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вать слепующие числа даже до мириады ‘мирнад 
чисел мириадомириадных, Все эти числа называются 
числами первого пермода и’ последнее из них (оче- 


8.10 
видно, равное (10 } или единише с восемью 


стами миллионов нулей) назовем елиницею второго 
периола, и опять мириаду мириад первых чисел 


10-8 
второго периода (0 10 в назовем ‘единицею 


вторых чисел этого же периода н т. . Подобным 
же образам вводятся елиницы чисел третьего 


(10284107 } 103840, пятого периода 


,четьирно ( 


(104.8-10*) ит в, даже ро мириады мириад чисел 


мириадомириаяных периода мириадомириадного 
(ото: 8.10"). 
7 

Последнее число изобразится елинииею © во- 
семьюдесятью тысяч миллионов нулей; чтобы на’ 
„писать его, нужно потратить около 2.000,000.000 
лет непрерывной работы днем и ночью. 

Архимед показывает, что, для решения постаз- 
ленной им себе залачи об определении чиела-пес- 
чинок в шаре мира или даже в шаре неподвиж- 
ных эвези, нет никакой необходимости в столь 
тромадных числах. Последовательно. вычисляет 
Архимед число песчинок в шаре, поперечник но- 
торого равен ста дюймам, в шарах с поперечн 
ком в мириалу дюймов, сто стаций, мирналу стади, 
ит шит, д, постоянно пользуясь свойством гео- 
метрической и арифметической прогрессии, в но- 
тором можно видеть начало теории логарифмон, 
`и, доходя по шара мира, показывает, что число пе- 
счинок, в нем заключающихся, выражается числом 
меньшим „тысячи единиц чисел сельмых*. (105); 
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чыело песчинок, зазллочеюаияся в паре неводвюзеных 
36630, „меньше тыеолчи лириад чивел восынь (1088), 
Трудно указать в математической литературе <0- 
чинение, которое превосходило бы Псаммит Архи- 
мепа по интересу, смелости и богатству заложен- 
ных в нем идей, Оно развивало понятие о беско- 
нечно-большом, полобно тому, как в своих сочи- 
нениях о квадратуре параболы объ измерении 
нруга Архимед касался понятия о бесконечно-ма- 
лом, лежащем в основании современного анализа. 
Псаммит Архимеда ввел в науку нонлтие о 9 
зонечно- продочжеющенек ряде целые положител- 
нах: чиеел. Многотрулная работа человеческого 
духа была окончена.. 
`Ряд целых положительных чисел, бесконечно 
продолжающихся, — предмет благоговейного уди“ 
вления для индусов и таинственного толкования 
лия мудрецов Вавилона и пифагорейцев, явился 
могущественным орудием для познания природы. 
Исхоля из него, чистая математика строит но- 
нятие о пробном, отрицательном, несоизмеримом, 
комплексном числе, и это обобщенное понятие о 
числе составляет единственный объект чистой мате- 
матини, которая может поэтому быть названа „ариф- 
метиною". „Арифаиннии,—говорит Гаусс, етот 
энол-же отношении ® иетещиниие (включая, в нее 
геометрию и механику), в нанож последняя стошя 
> изучеей природы, Мателинецка веть царниа нау 
< арифивтаяе веть церниа митенениии“, 


И. 
Чисповая мистика. 


Только внимательное изучение языков м преда- 
ний отживших или современных диких наропов 
может дать мам сведения о первых ступенях раз- 
вития понятия о целом числе и способности счисле- 
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ния. Те письменные памятники, которые пошли зо 
нас из глубокой превности, знакомят нас с. более 
высоким уровнем арифметических знаний, указы- 
вают, например, напонимание важности возвьичения 
в квадрат и извнечения квапратного корня. Эти 
письменные памятники принадлежат двум превним 
цивилизациям, злияние ваторых и теперь еще ошу- 
щается. Наше деление времени на часы, минуты и 
секунды связано с числом 60, которое имело особое 
значение в древней Вавилоиской или точнее суме- 
рийской культуре, и ведет оттуда свое начало. Гре- 
ческая научная мысль; которая. уже ставила те 
основные вопросы! математичёской философии, кото- 
рые за последние сто пег привлекали к себе внима- 
чие Больцано, Г. Кантора, Пуанкаре, Ресселя и многих 
других, построена была несомненно на фундаменте 
эмпирических. знаний, накопленных в течение 
столетий египетскими жрецами. Писатели Й и | ве- 
ков по Р. Х, ‘которым была еше доступна богатая 
научная литература, погибшая в пожарах ВАле- 
ксандрии и Пергама (Теон Смирнский и Порфирий} 
различали математические направления Вавилона 
и Егита. „Египтяне; говорят они,—при: изучении 
планетных явижений пользовались метопом черче- 
ния, между тем как хапдеи предпочитали вы- 
зисления“: Дошедшие до нас в небольшом. числе 
письменные памятники подтвержлают это ука: 
зание. 

Уже в Египте Превнего ‘иарства эмпирическая 
геометрия видимо сделала большие успехи. Только 
благодаря. этому могли быть воздвигнуты ‘гран- 
диозные пирамилы-гробницы фараонов” Династии 
{3000 л. до Р. Х.). То обстоятельство, что во всех 
древних пирамидах угол наклона боковой грани к 
основанию имеет одну и ту же величину близкую к 52° 
и что (ава. 528 весьма близокк = (Архимедово чисво} 
привело Ряпсе ЭтИН к гияотезе, что пирамиды как 
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своей ориентациею, так м размерами ‘всех своих 
внутренних камер символизировали высокие мате- 
матические знания того времени подобно ‘тому как 
позже (припомним одну из глав „Мобе Пате 4е 
Райз" Виктора Гого: Сес! Чщега сеЙа) строители 
Парижского Собора символизировали в нем ‘свое 
религиозное и философское миросозерцание. Но 
дошедшие до’нас письменные памятники относятся 
уже к более поздней на тысячу лет эпохе, к эпохе 
ХИ Линастии (Среднее Царство) ХУШ в, до Р. Х.) 
и нисколько не полтвержпают фантастическую ги- 
потезу пирамидалистов. . 

Наиболее древним из этих паматников являются 
щесть кахунских кусков папируса < зедачами из 
обыненной жизни, но и в нем уже встречается из- 
влечение нвапратного корня. Вторым по превности 
является большой, но неполный папирус коллекции 
Голенишева` (Москва), заключающий в себе 19 за- 
дач из разных отделов математики с несколькими 
чертежами, например, счертежем вычисления объема 
усеченной ‘пирамилы *). Третий (Берлинский папи- 
рус 6619} содержит также задачи. приводящие к ре- 
щшению нвапратного уравнения. 

Наиболее крупный математический памятник 
Египта--папирус Райнша, переписанный некием Ях- 
мосом с образца старых рукописей времени Аменех- 
мата Ш {2200 л. до Р. Х.] на 200 лет позже папи- 
руса Голеннщева, Он носит название „наставление 
как постигнуть знания всех темных вещей, всех 
тайн, содержащихся в предметах“. `Папирус и пере- 
вод его тщательно издан в Лейпциге Эйзенлором 
и изучение его потребовало от мзлателя пятилетнего 


Снимок с двух стоябцов этого напируса иомещен в на- 
чале статьй-ЯИапирус находится в Московсном Музее изяЩ- 
ных искусств и в настоящее время профессор Б, А, Тураев 
подготовляет его издание. 
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напряженного труда *). Отметим в этом сочинении, 
имеющем громадное значение для истории практи- 
ческой арифметики, приведение сех пробей к дробям 
с числителем 1 и геометрическую прогрессию с зна- 
менателем 7. Наш известный египтолог, академик 
Б. А, Тураевтак характеризирует египетское знание; 
„Теория и систематика ровились не на востоке, вы- 
зоды из опыта и наблюдения были чужды Египту 
едва-ли не в большой степени чем другим областям 
востока, а потому до самого поспелнего времени 
здесь переписывались старые медицинские рецепты, 
не точные арифметические задачи, поверхностные 
м приблизительные геометрические выволы“. Вы- 
соное уважение к письменности, к. книгам („их сле- 
дует любить как родную мать“ **), к учению и школе 
(„один день в школе полезнее вечности, проведен- 
ной-вне ее"), которое внушали отцы детям, учителя 
ученикам обосновывалось тем значением, которое 
знания имели для чиновничьей карьеры („только 
чиновник сам себе начальство“), 

Иной характер носила математика другой древней 
цивилизации, родина которой былое междуречье 
Тигра и Евфрата, та Месопотамия, которая пред- 
ставляет собою теперь пустыню. От этой Вави- 
лонсной или сумерийской культуры (раньше она 
пазывалась халдейскою) дошел до нас математиче- 
ский памятник, превосходящей своею превностью, 
Московский папирус--глиняныя таблички, найденные 
в развалинах Сенкере и которые, по мнению асси- 
рологов, относятся к времени за 2400 л. до Р. Х. На 
них клинообразными письменами начертаны таб- 
лицы квавратов и кубов. 

Мнения ученых по вопросу о том, для какой иели 


+) Биагодаря В, В. Бобынину мы инеем па русском языке 
обстоятельное изложение в книге „Математика Египтян“. 
71) Эта цитата, ках н дие следующие взаты из папируса 
озаглавленного „Премулрость“. 
. Ра 


служили эти таблицы, расходятся. "Они могли слу“ 
жить для вычисления плошалей и объемов, но воз- 
можно, что и они находятся в связи с тем число- 
вым символизмом, который повидимому велет свое 
начало от сумерийской культуры. и который затем 
проник и привился и на западе у евреев и грекови 
на востоке в Китае *). Не случайно совпапение зна- 
чения числа 6 в сумерийской культуре и то маги- 
ческое значение, которое одинаково приписывалось 
числу 36(-6?} и в Пифагорейской школе {под име- 
нем Тенасуз) и в Китае. 

Полобно тому, как химия и астрономия многим 
обязаны алхимии и астрологии и цолго еще во 
времена Кеплера и Парацельса нахопились под, 
влиянием поисков фияософского камня и гороско: 
пов, так и науке о числах прелшествовал длинный 
периол развития человечества, в котором числам 
придавалось магическое значение и рождались те 
числовые суеверия, от которых не ‹вободен иногда 
даже образованный человек (13). Родиною этих чи- 
`словых суеверий, повидимому, была полина Тигра 
и Евфрата. До нас вместе с табличкою квапратов 
и кубов дошла найденная в развалинах библиотеки 
Ниневии глиняная табличка и список имен богов 
и соответствующих их значению в иерархии чисел 
от 1 но 60. Повидимону, духам приписывались на- 


*) Вопрос © превности и происконщении Китайсной циви- 
пизации до сих пор представляется спорным, Последние 
раскопки повидимому подтверждают признававшуюся прежде 
фантастическою Гипотезу Тегиеп де [а Соирапе (Тне уезегт 
Опчитев ОГ 1Не еайу спепеже спиИсаноп. Гопдоп. 1894) виде 
эшего в Китайской. цивилизации отнлияи Вавилонской. 
„Можно считать теперь установленным, что 1) Китайские 
‹ведения о древности китайской культуры подтверкились 
раскопнами, при чем древнейшие памятники относятся к 
14—12 в. до Р. Х. 2) письмо китайсное имает много сход- 
ногр в своих древних памятиках, © письмом сумерийсним.^ 
(Сообщение профессора В. М. Иввнова). 
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против проби *), В памятниках сумерийской куль- 
туры мы встречаемся с действиями нап громад- 
ными числами, НИргесрЕ опубликовал **) 31 мате- 
матическую таблицу. Все по сих пор найценные 
таблицы относятся к делителям числа 601. Но олна 
таблима заключаст в себе делители и частные 
чисна 60° 1-10.60* т.е. 195, 955, 200000000. Эти 
таблицы, конечно, служили м пля. астрономиче- 
ких вычисленми, но и астрономия Вавилона слу- 
жила астрологии *"). 

Вавилонская астрология перешла ‘нк евреям и 
вместе с нею перешла вавилонская ангелопогия. 
В талмудическом трактате Хагига мы узнаем что 


Вавилонская таблима квадратов п иуфов 


) Сепостайь Га таде сНел 12; „паеснз. Райз 1874. 
+=) Тре ВаБМ. Ехрефоп о {Не ЧпЁуегз. оЁ Репзуматма 
ХХ том. 1906. 
===) Изучению астрономии вавилонаи посвяшено большоз 
<очинение Кодега. З‘егпкипве ила ЗеглИепз 1" ВаБа. 1909. 
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пол каждым из 12 знаков Зодиака, ‘имена кото- 
рых вынесены из Вавилона, стоит по 30 архистра- 
тигов, под каждым из последних—по 30 легионов 
ангелов; в каждом легионе по 30 полковников, у 
кажпого полковника по 30 подполковников, а у 
каждого поцполковника по 365.000 звезды, м все 
созданы лля Израиля! *}. 

Вавилонского происхождения и та чисповая сим- 
волина, которою полны некоторые книги Ветхого 
Завета, в особенности 7-я и 8-я главы книги Па- 
ниила и Апокалилсис--в Новом Завете. Наконец, 
вавилонского происхождения и так называемая 
гематрия, многочисленные примеры которой мы 
находим и в Ветхом Завете‘ и в том же Апока- 
липсисе и в особенности в кабалистической еврей- 
ской литературе “"), и в литературе гностиков. 
Страх перед свиненным и неизреченным именем 
Бога приводил к мысли заменить его другим сло- 
вом ив выборе этого слова руководились тем, 
что сумма чисел, изображенных буквами этого 
слова, должна равняться сумме чисел, изображаю- 
ших буквы таинственного имени. Позже эта гема- 
трия применялась ‘и в других случаях (число 666! 
Припомните Пьера Безухова, замьцшляющаго убий- 
ство Наполеона), у 

Как ни вепико „греческое чуво“ (выражение 
Ренана), оно не осталось без влияния более древ- 
них восточных цивилизаций. Это влияние было 
преувеличено Рётом в его „ЧезсысМе ипзегег 
АБепд!8паюпеп РЬозорме"“, пол влиянием кото- 
рой было написано ювошеское сочинекие Морица 
Кантора „Мафетайсйе Вейде гит КийийеБеп 


Чег Уб! ег" —1863. 
> *) Кы. ©. Н. Трубецной. Учение о логосе, стр. 327 и 369. 
> Ргапск. Нзоне Че 1а Саъа. Нац. Раз зёъейе ДапБег- 


ммезет. 1898. 
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Напротив, Ценлер в своем власеичееном труде; 
„ЧезсысЬе Че’ дмесыесвеп РАЙозорМе. т Тег 
чезсыюБ свет Епбискаипо“ отрицает всякое чу- 
жпое влияние на развитие греческой философии 
я М. Кантор в „Уоцезипдепл иБег Чи Чезсё:сМе 4ег 
МаетаНК“ примыкает к этому мнению. С другой 
стороны, однако/открытия последних песятилетий— 
раскопки 1Цлимана в Мизенах и Трог, Эванса на 
острове Крите—доказали с нессг.ченностью влия- 
ние восточного искусства {Хетит:кого?) на искус- 
ство Эллады. Трудно поэтому предположить, что. и 
философская мысль и научные знания развились 
в Греции совершенно независимо от чуждых влия- 
ний, нак это доказывал Целлер. Гениальность гре- 
ческого пуха проявилась в переработке воспринятого 
ими в 7 и б столетиях наследия веков египетской 
и сумерийской (может-быть, также, индийской) куль- 
туры. Цемокрит, знаменитый основатель атомистиче- 
ской философии, говорил, что его не превосходили 
даже египетские гарпенодавты (натягиватели ве- 
ревки). Проведение перлендикупяра у египетских 
техников основывалось на свойствах священного 
прямоугольного треугольника с катетом 3 и 4. 

Поп влиянием египетской космогонии’ первый 
монийский философ Фалес Милетский учил, что все 
произошло и состоит из воды *). 

Поэтому едва ли можно считать малооснователь- 
ною гипотезу, что вавилонская числовая символика 
имела подобное же влияние на учения Пифагорей- 
<кой школы, которая натуралистическому монизму 
монийских философов, видевших „единое сущее“ 
в воде, как Фалес, илм в воздухе, как Анаксимен, 
противопоставила первое идеапистическое учение, 
искавшее это „единое сущее” в отвлеченных числах. 


*) Раш Таплегу. Рош’ РН юне 4е 18. зфеосе БеЙёле- 
раз о. 70 54. 
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По тем скудным достоверным данным, которые 
дошли до нас от Вристотеля об учении полуми- 
фического Пифагора и его ближайших учеников, 
трудно, однако, точно формулировать это учение. 
Состоит ли все из чисел и ‘вещи составляют суш- 
ность всех вещей или же веши составлены по 
образцу чисел и суть только копим чисел? 

По мнению Целлера, эти две для нас столь различ- 
ные формулировки могли совмещяться, число, кото- 
роепочиталось пифагорейцами какпричина мирового 
порядка, как божественная сила, управляющая ми- 
ром, могло быть в то же время н отожествляемо 
с сущностью всех вешей. Такое значение числа не 
могло не влиять на изучение свойств чисел и по- 
этому несомненно, что в школе Пифагора зароли- 
лась научная арифметика. В пифагорейской та- 
блнце десяти противоположностей, которая ‹о- 
общена Аристотелем в его метафизике, паряду 
< противоположностями: конечного м безгранич- 
ного, единого м многого, покоя н движения, света 
и тьмы, мужского и женского, мы находим м про- 
тивоположность четного и нечетного н загадочную 
противоположность квадратных и гетеромекных 
нисел. Гетеромекными числами считались нисла. 
состоящие из авух множителей, отличающихся на 
единицу, т.-е. числа вида п (п-|1). Ганкель в та- 
лантливых очерках „Истории математики“ выска- 
зывает препположение, что эта последняя проти- 
воположность заменяет противоположность межну 
рациональным и иррациональным, открытие ко- 
торой сделано, несомненно, в пифагорейской школе 
Это открытие „иррационального“ (невыразимого 
отношением межлу целыми числами} есть одно 
из величайших открытий человеческого’ ума и 
является основною истиною „чистой“ математики 
в отличие от математики приближенной, которая 
имеет дело с приближениями всегда выражаю- 
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щимися дробями, Отношеннё непрерывной вели- 
чины к ряду рациональных чисел есть в то же 
время один из основных вопросов философии -ма- 
тематики, и без математического выражения не- 
прерывной величины обобщенным понятием о 
числе, которое мы называем „иррациональным 
числом“, невозможен был бы анализ бесконечно 
малых и основывающееся на нем математическое 
естествознание. 

Математическое естествознание обязано Пифа- 
горейцам и другим важным открытием-—установле- 
нием зависимости между высотаю звука и длиною 
звучащей струны, сведением физического явления 
на отношение мажду числами. От этого открытия 
шли лве дороги, и обеими порогамн пошла грече- 
ская мысль. Одна--путь наблющения и опытного 
исследования явлений и подведение их под числовые 
закономерности. Этим путем пошли великие гре- 
ческие ученые Эвдокс, Эратосфен, Архимед, из- 
учавшие движение светил, форму Земли, потерю 
веса в: воде. Но был и пругок путь. Если звуковая 
гармония соответствует отношению между числами 
тармонической пропорции а-— : Б---с==еа:е, то нельзя 
ли выразить числами и отношениями между чиспами 
и гармонию движения небесных сфер и все вещи 
в мире и даже мир духа? В квадратном числе 
равное умножается на равное. Не есть ли поэтому 
квадратное число -—-символ справедливости? Раз- 
личие между первыми четными (2) и первыми не- 
четными (3) не соответствует ли разэличию между 
мужским м женским, и поэтому сумма их 5 не есть 
ли символ брака? Числа 10 и 36 суть суммы первых 
четырех и первых восьми чисел и имеют многие 
замечательные свойства, и им приписывалось по- 
этому священное значение (большая и меньшая 
Тенасуз). Эта числовая мистика, которая, как мы 
випели, встречается уже м в сумернйской культуре, 
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спелалась основой и философского мировоззрения 
пифагорейской школы и имела громайное влияние 
и. на величайшего греческого мыслителя Платона 
(429—348), который особенно в последних произ- 
веденыях отожествлял свом `„ицеи“ с „числами“ 
Пифагорейцев. Во многих циалогах Платона особен- 
но в’ Тимее, мы встречаем числовые аллегории: и 
многие из них по сих пор ‘представляются нераз 
решимыми загадками. Таково, например, так назы- 
ваемое „брачное число“ 8-Й книги Политии, число 
лет периода счастливых и несчастных браков, 
которое должно быть известно законодателям. Не- 
ясность математических терминов приводит к самым 
различным толкованиям. Одни считают Платоново 
число равным 10% (Кидег*), другие видят в нем 
‹вяшенное числе Вавилона 60* (НиНесН Талпегу 
считает ‘его равным 2700, Вен **) 2592. фопа 
(Ге зЧепае езаще пе!’апёса Огеса, 1902} лает шест- 
налцать значений (оть 50 до 12960000), которые при- 
нисывались Платоновому числу. Еще большее раз- 
витие получила числовая мистика в Александрии, 
в городе, в котором столкнулись три цивилизации: 
египетская, еврейская, носившая в себе болынцие 
следы влияния Вавилона, и греческая. 

Александрия, как культурный центр, затмил 
Афины. В Александрии возникла Новая Академия, в 
Алексанарии явились философсвие школы, ноторые 
старались примирить разнообразные философские 
направления Греции не только между собою, но и 
< миросозерцанием восточных цивилизаций. Одна 
из них, свазанная с именем Аполлония Тианского, 
старалась подкрепить свое экпектическое учение 
авторитетом Пифагора. У неопифагорейцев формы 
Аристотеля, „семенные логосы" “стоиков, создающие и 
й Эенткипае шп его епзЕ Вары. 1909 И`Вд. 5. 35. 


=#} ЯейзсниЕ Нг МаНетайк. 1882, Нифог, АБЁей, 41.60. 
‚ [Ме Раюпсле 28. \Иеп 1896, 


образующие всю телесную ирироду, обратились в 
числа. В тесной связи с Наопифагорейсною школою 
находились и два математика, о которых мы будем. 
говорить пальше: Никомах Геразский. и Теон Смирн- 
ский. Первому из них приписывается сочинение: 
„Ярнфметическое Богословие“. В нем подробно 
изучаются числа от единицы до десяти с целью до- 
казать их глубокое значение и божественную при- 
роду. Единица есть разум, добро, гармония, счастье 
и вто же время материя, тьма, хаос; она соединяет 
з себе четное с нечетным и мужеское с женским. 
Два—есть начало неравенства, противоречия, оно 
есть мнение, ибо в мнении встречается истина с 
ложью. Три есть первое настоящее число, так как 
оно имеет начало, серецину и конец и поэтому есть 
число совершенства *). Оно есть единственное число, 
равное сумме предылуших. Такими же бреднями 
полны сочинения виднейшего представителя греко- 
еврейской философии, прелшественнина Талмуда 
алексанарийца Филона **) (30 доР. Х— 1 поспе 
Р. Х.) Несколько странии посвящены свойствам 
числа 120, которое по книге Бытия было продолжи- 
тельностыю жизни людей после потопа. Оно есть 
сумма первых 15 чисел, 15-е треугольное число, 
равно сумме треугольного числа 15, квадратного 
числа 25, пятиугольного 35 и шестиугольного 45; 
оно имеет 15 целителей, сумма которых равна 
улвоенному числу 120, что ‘имеет очевидное от. 
иошение с двойственностью жизни, жизнью духа и 
жизнью тела м т.д. и т. д. Еврейская Каббала в 
значительной степени основывалась на сочинениях 
Филона. Древнейшее из сочинений Каббалистиче 
В диалектике Гегеля и в Нити-йюринге Знтельса мы 
встречаемся с тем же древним мотивом. 

31) О нем подробно говорит кн, С. Н. Трубецкой в „Учении 
о Логосе* Москва, 1806. „Арифметическое Богословие" издано 
я 1866 г. извесмным филологом Несе, 


ской пилтературы Фезиа считает основоначалами 
вселенной 10 чисел и 22 буквы; те и пругие нахо- 
дятся на границе мира чувственного и мира умо- 
понимаемого *). 

Историки философии придают большое значение 
школе неоплатоников, сочинения которых пользо- 
вались громадным влиянием в эпоху Возрождения 
и которая в ПЕ.\ столетияк после Р. Х. являлась 
сильнейшим соперником христианства по своему 
влиянию на умы. В нцарствование Юлиана Отступ- 
ника неоилатонизм явился на короткое время 
официальною религиею Римского Государства, И 
одною из интереснейших исторических проблем 
есть вопрос о причине его поражения и победы 
христнанства. После основателя Неоплатонизма, Пло- 
тина, наиболее видным представителем школы 
является Ямблих, за одно послание которого импе- 
ратор Юлиан был готов отпать все золото Липии. 
Ямблих оставил ссоинение в 10 книгах под за- 
главием „собрание Пифагорейских учений“ и одна 
из этих книг, 4-ая, посвящена арифметике. Уже у 
Филона мы находим учение о Троице (три боже- 
ственные силы: доброта, могущество, Слове (Погос!; 
в языческом богословии Ямблиха троица имеет еше 
большее значение. Числа его антепологии напо“ 
минают числа ангелологии Вавилона и! евреев. Во- 
обще его арифметика — комментарий. на выше 
упомянутое „Арифметическое Богословие" —прони- 
кнуто уважением н символическому характеру Мате- 
матики. В математических формах Ямблих видит 
символ высших истин, из них познается прирола 
вещей и сверх-чувственного мира, отношение чисел 
и Фигур к отдельным божествам. 

После кратковременного торжества Неоплато- 
низма при Юлиане Отступнике он долгое время 


®) разумия. Фезевкме ег МюпиеНк |. р. 188. 
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оказывал носвенное влияние на христианское бога- 
<ловие и в особенности на гностиков. В эпоху Возро- 
ждения он приобрел снова еще большее влияние на 
умы. В философских трудах Николая Кузанского, Лжи- 
ордано Бруно, в астрономических сочиненияхКеплера 
в химических — Парацельса мы находим отзвуки 
числовой символики. Так Николай Кузанский обоже- 
ствляет елиницу, так Михаил Стифель (1486—1567), 
видный алгебраик ХУЙ столетия и фанатический 
лютеранин, найдя в сумме чисел, соответствующей 
фразе „Мае ЧБ, Рара, чае НЫ“, апокалиптическое 
число, подобно Архимелу, по ‘преданию, выскочил в 
восторге не олетый на улицу. 

ВХ!Х столетии ни кто иной как знаменитый осно- 
затель Положительной Философии в конце своей 
жизни писал о „философских и религиозных свой- 
ствах чисел, которыми пренебрегают академические 
ученые". Святыми (засгёз) являются для него и еди- 
ница и два и три и семь. *) С другой стороны и у 
Гегеля и даже у левых Гегелианцев—паже в Анти- 
Пюринге Энгельса—мы встречаем тот же древний, 
ведущий свое начало от сумерийской мультуры, 
мотив мистического уважения к тому или пругому 
числу. Но уже и греческая мысль умела ‘порвать с 
числовою символикою и выступила на путь науч- 
ного изучения свойств чисел. К ознакомлению с 
главнейшими шагами по этому пути мы теперь ни 
перейдем; 


Ш. 


Начато науки о числах, 


„Необходимо не только путем убеждения, но и 
путем законодательства достигнуть того, чтобы те, 


=) Зумете 4е ройщие розиме Е Ни Зупблезе зищесвуе, 
За философские заслуги чисйа семь Конт хотел сделать из 
него основание нумерации; 


кто’ предназначен занимать первые полжности в 
государстве, не поваркностне только изучали науку 
вычисления, но и постигали путем чистого разума 
созерцания сушности чисел“,—говорит Платон в 
7-ой книге своей „Политии“ *). Такое высокое ува- 
жение к науке о числе было разделяемо и его 
ближайшими учениками, и’многие из них обогатили 
эту науку новыми открытиями. доке Рнидений 
{409—356), приобревший. славу геометра, географа, 
астронома, медика, философа и законодателя, на- 
равне с Архимедом разделяющий заслугу изобрете- 
ния метода исчерпания, расширил учение о пропор- 
циях, прибавив к трем пифагорейским пропорциям 
(арифметической, геометрической и музыкальной) 
еше три новых. Женокуен: (397. -314), известный 
своим изречением: „математика есть рукоятка фи- 
лософии“, определил число слогов, которые можно 
составить из всех букв греческого алфавита, т.-е, 
решил один из вопросов комбинаторного анализа. 
Преемник Платона в руководстве Академиею Слезил 
оставил небольшой, но весьма интересный трактат 
© „пифагорейских числах“, перевол которого можно 
найти в „Метонез зсепёйиез” П. Таннера {г. | 
стр. 281). Наконец, „И паезко 4 союг се заппо", 
Аристотель (384—322) во многих местах своих много- 
численных астрономических, физических, есте- 
ственно-научных, философских сочинений лриводит 
результаты или выводы, принадлежащие к области 
математики и в частности учения о целом числе * 
Но горазло болыцее значение имеют некоторые его 
взгляды, касающиеся вопросов философии матема- 


3} Об отношении Платола к математике написана яве 
монографин: В!аз5. Ре Рейопе табетенсо Вопа 2861 и 
ВонаиЕ Бе МаёлетайК 2и Р]аопз ХоНеп ила зелеВедевипаей 
ам г. Мбосней 1978. 

=#) ВХУИ столетии иезуит Биаикини собрал соответствую- 
щие меса в брошюре Ачзьменв |оеа таегайса. 
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тики и в которых он является гениальным прёлшеёст- 
зенником Больцано и Кантора. Аристотель различает 
актуальную бесконечность от бесконечности нотен- 
циальной, он понимает различие между пересчиты- 
ванием бесконечно многого (перечислимое множе- 
ство Г. Кантора) и лвижением через бесконечное 
множество точек (континуум). 

После смерти Аристотеля развитие науки о числе 
связано сгородом, носящим имя его знаменитаго уче- 
ника. Влександрия, о значении которой цля истории 
философии мы говорили выше, имеет не меньшее 
значение и в истории науки. В течение более семи 
веков (322 по Р. Х.—год смерти Аристотеля и Але- 
ксанира —415 г. по Р. Х. год убийства знаменитой Гипа- 
тии фанатическою христианскою толпою и разгрома 
философских шнол) она служила центром философ- 
<кой мысли и научной работы, она была горолом-све- 
точем (уе Топиеге) подобно Парижу за последние 
пва столетия, 

В своем прекраснок „очерке истории фи- 
зико-математическия наук“ В который. и ло сих пор 
представляет большой интерес и в скором времени 
слелается доступным широким кругам русского 
общества, П. Л. Лавров различает три периода в ум- 
ственной жизни Алексанлрии: 1} 300 до Р. Х—150 ло 
Р.Х.; 2) 150 до Р. Х.—-100 после Р. Х.м 3) 100 после 
Р. Х,-—-400 после Р. Х. Первый период—-блестяшая 
эпоха истории математики. Тогда в Александрии ра- 
ботали Евклих м Эратосфен, учился Аполлоний Пер- 
гийский; третий великийгреческий математик Архимед 
находился в тесной связи и постоянной переписке с 
Александрийскими учеными и этотъ третий пернол 
танже весьма важен для истории учения о целом 
чисие. . 

В этом периоде жили Никомах Геразский и Теон 
Смирнский и вероятно всамом конце этого периода 
„отец алгебры н арифметики" Днофант Аленсандрий- 


ский *). За исключением Библии ни опна книга не пол- 
вергалась стольним перераболкам и не имела столько 
изланий, как 13 книг Начал Евклида. Изучение ее и 
теперь должно быть обязательным пля математика- 
педагога и пля математика, интересующагося или 
философскими основаниями своей наунн или ев 
историею. Начала Евклида представляют, повиди- 
мому. свод всех успехов в области геометрии и 
арифметики, которых достигла греческая мысль к 
началу элексанирийского периода. В мих дано 
строгое обоснование теометрии аксиомами и .по- 
стулатами, которое до последнего времени счита- 
лось образцовым и незаменимым, и на этих осно- 
вах построено систематическое изложение истин 
планиметрии и стереометрии, завершающееся в ио- 
<следней теореме поспелней книги доказательством 
существования пяти правильных многогранников—- 
космических тел пифагорейской школы. Но и для 
чистой математики, пля учения о числах и опера- 
пиях над ними, Начала имеют не менышее значение. 
Вторая книга Начал есть алгебра, облеченная в 
геометрическую форму. По ней можно отчетливо 
и ясно выяснить связь между алгеброю и геоме: 
триею, н поэтому ее изучение представляет боль- 
шой педагогический интерес теперь, когда справел- 
ливо обрашено внимание на „фузионизм“ в препо- 
павании алгебры и геометрии в средней школе. 
В Началах резко проведено характерное для гре- 
ческой математики различение величины (мегете} 
и числа {аритмос). Числом для греков была сначала 
{у Евклида) только целое (позже также и. равио- 
нальное у Диофанта). Это различение было резуль- 


2) Р. Таплегу в своеи статье „А ашейе бродие умай Гу 
рраг!е“ ‘доказывает, что Диофант жил не в М столетни, нак 
считали ранее, но в третьем, к был современником Папйуса, 
те. жил за 100 лет до Теона Александрийсного и его дочери 
Гапатия, (Мётойез эчеп®ацез. (; 2—р, 62). 
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татом глубокой работы мысли, Мы видели (см. 1}, 
что пифагорейская Философия склонна была уполо- 
блять веши целым числам. Но пифагорейны-мате- 
матики открыли ирраниональные (невыразимые 
отношением межлу целыми числами) отрезки. Не- 
обхолимо после этого было ввести или понятия о 
прецеле, бесконечно болыном, бесконечно малом, 
или резко различить величину непрерывную от ве- 
яличины разкельной (дискретной, выражаемой це- 
лыми числами). Труцности, связанные с первым пу- 
тем, ясно сознавались греческими математиками 0со- 
бенно пол влиянием апорий, выдвинутых филосо- 
фами-элеатами (Парменидом и в особенности Зена- 
ном) и они избрали второй. Соответственно этому 
мы находим в Началах 5-ю книгу, в которой при- 
волится систематическое учение о пропарциях межлу 
величинами и три кииги (7, 8 и 9-я), которые по- 
священы учению о целых числах и в’ которых 
свойства пропорций ‹нова самостоятельно довазы- 
ваются пля целых чисел, Эти три книги составлякл 
таким образом рапиональную арифметину лревних *). 

Сельмая книга начинается © определений, кото- 
рыми Евклил пользуется затем во всех арифме- 
тических книгах. Послеповательно определяются 


слиница, число, часть 1, дробь *, кратное, чибла 
четные, нечетные, четно-четные, четно-нечетные, 
нечетно-нечетные, простые числа, числа взаимна- 
простые, числа сложные и числа взаимно-сложные, 
числа плоскостные (аб), числа телесные (аЪ <), на- 
конеш числа пропорциональные, попобные и нако- 


*) Следующая за ними 0-х книга, одно из наиболее 
твубокомысленных творений греческого ума, может быть 
названа иррационвльною арифметиною. В переводе Начал 
изданном проф, Ващенно-Захарченко, к сожалению, отсут- 
ствует перевод 7, 8 и`9-Й нниги. Поэтому я неснолько по- 
пробнее остановлюсь на их содержании, 


нец совершенные. ГМосленняя (36-я) теорема. 9-ой 
т.е. последней из арифметических книг заключаег 
в себе локазательство того, что числа вида 2" (2"'"!-1) 
суть числа совершенные, если число 2"Н --1 есть 
число абсолютно-простое. Этот конеш Евклидовой 
арифметики является также доказательством тесной 
связи научной арифметики с чисповою симво- 
ликою, в которой еще со времен Вавилона первое 
совершенное число б играло большую роль. 
Тесремы седьмой книги начинаются с теоремы, 
громадное значение которой выясняется всей исто“ 
рией учения о целом числе и в особенности создан- 
ной Куммером, Кронекером и Делекиняом теориею 
целых алгебраических чисел (см. нальше). Мы из 
ложим ве поэтому придерживаясь возможно ближе 
подлинника. „Если из двух неравных целых чисел 
послеловательно меньшее вычитается нз большего 
и остаток до тех пор не измеряет точно предыду- 
‘щёго пока он не равен ецинице, то данные „числа 
суть числа между собою взаимно-простые“. Алго- 
рифм (ряд операций), который дается в этой теореме, 
носит справепливо название Евклипова алгорифма 
нахождения обиего нанбольшаго делителя. Две 
сленующие теоремы (2 и 3) показывают. нействи- 
тельно, что этот алгорифм приводит к нахожщению 
общего наибольшего лелителя двух или большего 
числа иелых чисел. Теоремы 4—22 посвящены частям 
и лробям и в арифметической Форме для целых 
чисел показывают теоремы в 5-ой книге данные 
для отношений и пропорций межлу величинами. 
Теоремы 23-30 излагаку; свойства чисел взаимно- 
простых межау собою. Так например теорема 24 
(в издании Гейберга) говорит, что, если числа Аи В 
суть числа взаимно-простые < С, то н произвеле- 
яне АВ есть взаммно-простое с С. По теореме 
31 каждое спожное число пелится {на какое-либо 
простое и по теореме. 32 кажное число есть или 
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простае или делится на простое, Конев книги узиг 
выражать стношения в наименьших числах и нахо. 
дить наименьшее кратное двух нли более чисен. 

В восьмой книге продолжается учение о пропор- 
инях, рассматриваются свойства непрерывной тео- 
метрической пропорции нм срелней пропориионалъ 
ной н наконец вводятся и изучаются числа, кото- 
рым по их геометрическому значению приписы- 
вается название плоскостных, квадратных, телесных. 

В 9-ой книге изучаются пропорции и прогрессин 
и в ней особенное внимание прежде всего заслу- 
живают две теоремы. По теореме 12-ой, если числа 
1, А, В, Г составляют геометрическую прогрессию 
и Г делится на простое число Ё, тои А делится 
на Е. Теорема 20-я содержит знаменитое показа- 
тепьство бесконечности простых чисел. Далее рас- 
сматриваются свойства четных и нечетных чисел, 
их сумм и произвелений. В 35-ой теореме сумми- 
руется геометрическая прогрессия, и книга (а с нею 
вместе и арифметика целых чисел) заканчивается 
нак мы уже указали, доказательством, что числа випа 
2", (2—1) суть числа совершенные, 

Таково содержание той части Начал Евилида, ко- 
торая излагает незыблемые и по сих пор основания 
теории целых чисел. Нельзя не пожелать, зтобы 
три арифметические книги были бы изданы отдельно 
и могли бы служить пособием при преполава- 
нии того вурса теоретической арифметики, кото- 
рый должен заканчивать нурс математики обяза- 
тельный пля всех получакицих срепнев образо- 
вание “> 


} В переводе „Начал“, изнанном проф. Вашенко-Захар- 
енко, пропущены нменио арифметичесвие нниги. Ф. Петру. 
зиевсклй в 1819 г. издавший в переводе нз руссний язык 
„Евкливовых начал В книг. а именно первые шесть, оаин. 
вадиатую н двеналцатую“ в 1835 г. издал „Начал три книги. 
2 именно сепьмая, обьмаз м девятая, содержание общую 


Из нашего слишком кратного по нелостатну 
места изложения арифметики Евклила мы видим, 
что оно представляет собою исилючительно теорию 
делимости иелых чисел в связи с теориею пропорций 
я прогрессий. Отсутствуют приложения к решению 
хонкретных задач с определенными числами и при- 
том теоремы иллюстрируются не числовыми при- 
мерами, но линиями. Этот исключительно теорати+ 
ческий характер трех арифметических книг объяс- 
няется тем различием, которое под влиянием Пи- 
фагорейской школы проводилось греками межлу 
теоретическою и практнческою арифметикой, Только 
первая была Арифметика, вторая носила название 
логистики. „Пифагор поставил выше всего арифме- 
тику, освоболивши ее от служения коммерческим 
ннтересам и стал рассматривать все вещи под. фор- 
мою числа!“ пишет один из перипатетиков Ари 
<тонсен. Платон в диалоге. „Горгиас“ противопо“ 
ставляет логистике арифметику. Подробнее, ссы- 
лаясь на Геминуса, развивает Прокл, математик 
У ст. в своих комментариях на Евклида, разпичие 
между творетическими науками, геометриею и ариф- 
метикою, и практическими,-геопезиею и логисти- 
кою. Первые занимаются зоспринимаемым разу- 
мом, вторые—воспринимаемым чувствами. Арифме- 
тика разделяется на теорию чисел линейных, пло- 
<костных и телесных и рассматривает образование 
чисел. Напротив, логистика рассматривает свойство 


теорию чисел древних геометров". В ХУ ст. Евилил был 
изпан не русском языке в 1735, 1769 и 1789 г. Лучшими из- 
ланиями Въилида считается—внглийское издание Огедогу (Ох- 
тг 1702}, французское издание Реугага (Рапа 1808} и из- 
дание Нефего'а (на греческом и латинском языках (Лейп- 
циг 1 84). В английской литературе имеется: весьма боль. 
шое число изданий Евклида. приноровленных н препода 
ванию в средней школе. Список различных изнаний и пе- 
реводов Евклида приложен в переводу проф. Ващенно-За- 
харченко. 
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чисел не самих пе себе, но по отношению к чуе 
ственным препметам. Она рассматривает, с оной 
стороны, подобно Врхимеду, заплачу о быках, с вру. 
той стороны числа риАмас и чиаМтав (числа буты- 
лочные и числа относяшиеся к стадам), Соответ: 
ственно‘такому взгляду всё практические приемы 
счета и вычислений относились к логистике. Но 
такое философское пренебрежение к вычислениям 
не могло-быть долго выпержано. Не только по- 
требности обыпенной жизни, но И развитие астро- 
номическия наблюдений и основанных на них тео. 
рий требовало развития практики пействий нан 
болышими числами и пва великие геометра Архи. 
мед и Аподлоний Пергийский посвятили этому 
вопросу логистики евои исслепования. В гл. |, чи- 
татель познакомился с Псаммитом Архимева. Мы 
пополним сказанное немногим и прежде всего пере- 
водом интересного предисловия--обращения к Си- 
ракузскому парю Гиерону: „Многие пумают, царь 
Гиерон, что число песчинок бесконечно. Я говорю 
не только © песке кругом Сиракуз и во всей Си- 
нилии, но о песке на всей суше, кан обитаемой, 
так и ивобитаемой. Напротив пругие не считают 
эта число беспредельным, но думают, что нельзя 
указать число, ноторое бы его превоскодило. 

Тем более последние считали бы невозмояе 
ным знать число, которое превоскодило бы число 
песчинок в песчаной куче, равной по объему Земле, 
предполагая что им наполиены и все моря, и все 
впадины равно как и высочайшие горы. Я же по- 
стараюсьприпомощи геометрических доказательств, 
с которыми ты не можешь не согласиться, пока- 
зать, что между числами, мною указанными в посла- 
нии к Цейксиппу находятся такие, которые прево- 
сходят число ‚песчинок не только в куче равной по 
объему Земле, но и в такой, которая ло своей ве- 
личине равнялась бы нселенной. Ты знаешь, что 
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большая чаеть астроиемов понимают под всепен- 
нею (космос) шар, пеитв которого есть центр Земли, 
арациус равен расстоянию от центра Земли до пентра 
Сопина. Но Аристарх Самосский уж письменно 
изложил гипотезу, по ноторой мир много больше, 
чем обынновенно пумают астрономы. Он преппо-. 
лагает, что звезды и Солние неподвижны м что 
Земла двигается во кругу, в центре которого стоит 
Солнце. Цар неподвижных звезд, в центре кото- 


<”. 


Архимоя (287-212 4. Х. Р.) 
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рРого также находится Сонце, имеет поперечник 
в 10.000 раз больший чем мир астрономов“. Архи- 
мед прихолит к выволу, что число песчинок, 
заключающихся в шаре неподвижных  звезн, 
меньше 105, 

Чтобы прийти к этому результату он пользуется 
постоянно слелующим свойством геометрической 
прогрессни: „ЕСЛИ мы имеем начинающийся едини- 
цей ряд чисел, составляющих геометрическую про- 
грессию, то произведеные двух чисел этого ряда на- 
хдпится в той же прогрессии на таком же расстоя» 
нии от большего множителя, на наком меньший мно- 
житель находится от единицы; расстояние произве- 
дения от единицы меньше на единицу суммы рас- 
стояний ‘множителей от единицы“. Так как рас- 
стояние чисел геометрической прогрессии от еди- 
ницы составляют арифметическую прогрессию, тд 
очевийно, что правило Архимеда есть не что иное 
как то отношение между геометричесною и ариф- 
метическою прогрессиею которое может быть поло- 
жено в основание теории логарифмов, как это, 
после превварительных шагов Стифеля и Стевнна, 
было сделано Непиром. 

Полобно Архимеду *} пругой великий . греческий 
геометр Вполлоний Пергийский интересовался важ- 
нейшим вопросом логистики, усовершенствованием 
способов вычисления больших чисел. 

В книжке потерянной для нас, как и многие пру- 
гие его сочинения, носившей причудпивое назва- 
НИЕ „скорое разрешение от бремени“ (Окитокион) 
он по словам комментатора Эвтокия пал число я 
< большим приближением чем Архимед в сочинении 
„Об измерении круга“. Паппус сохранил для нас 
<пособ, которым Аполлоний определил произве- 


°) О приписываемой Архимеду задаче о быках ‘огоБета 
Ъапит) будет сназано дальше. 


денис всех чисел, представленных буквами оцного 
греческого стиха. 

Произведение это равно числу: 

196036848.104 

При вычислени такого громадного числа Влол- 
лоний пользовался рядом теорем, приводимых Пап- 
пусом, н котарые дают правила для нахождения 
произведения пвух рядов чисел а.10\, Ь.10", 
с.10*"... наз’. 10%", Б.10*"....(Числа а, Ъ, с„..а’, Б, © 
(Питмены--ло терминологии Аполлония и Папиуса). 
суть числа ряда 1, 2, 3,... 9). Отдельно перемножались 
Питмены и складывались показатели |, [.... К, № 

В более тесной связи с арифметическими кни- 
гзми Евылилал чем Псаммит Архимела и Окито- 
кион Аполлония стоит математическая дсятельность 
знаменитого Аленсандрийца географа Эратосфена 
(275—194). 

После того как Евилидом было дано в 9-й нниге 
показательство сумествования бесконечного мно- 
жества простых чисел, являлось естественным стре- 
мление возможно проще и скорее выделить эти 
простые числа, столь важные в теории целых чи- 
<ел, из ряда чисел патуральных. Этой цели стре- 
мится удовлетворить тай называемое решето Эра- 
тосфена “). Эратосфен занимался также теориею 
мнотоугольных чисел и написал не‘дошедший до 
нас комментарий к „Тимею“ Платона, столь пол 
ному математическими аляэгориями. Есть все осно- 
лания предполагать, что простейшие из много- 
угольных чисел--треугольные были известны еще 
Пифагорейцам. Уважение к числу 10 основывалось 
межлу прочим и на том, что оно есть треугольное 


См. мое „Впедение в Анализ“, вый. |. 

) Способ Эратоефена может быль значительно усбвершен- 
ствован, как показали Эйлер и в послепнее время Дормуа м 
В. ©. Порешний, работа каторого напечатана в „Известиях 
Казанского Физикоматематического Обнаества“, 


м 


число. О многоугольных чиспак писая ученик 
Сократа и Платона Филипт Опунтиус, но мы ви- 
дели, что Евклид в своих арифметических книгах 
говорит только о квадратных числах. 

Общее опрелеление п -- угольного числа (сумма 
членов арифметической прогрессии, которой первый 
член есть 1, а разность равна п—2) вано Гипсик- 
лом Алексанирийским, жившим во | столетии до 
Р. Х. Теорни этих чисел отвепен почти одна треть 


В хис 
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50. 


1 


Таблиза ущнонения #0 спавесния Ннномаха „Ивагога“. 


орного из важнейших математических сочинений 
древности: — Бацоде или Введение в нзучение 
арифметики — Никомаха Геразского, жившаго уже 
в третий период научной истории Аленсандрии. 

Сочинение это, к сожалению, мало доступно изу- 
зению “); сравнительно подробное изложенне его 


=) Напечатанное в первый рав в Париже в 1938 . оно 
затем было переиздано в 1817 г. А5Ром и в 1666 г. Носце’ом 
в Гермаиии. Но и №0 и лругое нзлаиме содержыт золько 
греческий текст бей комментирияв. 
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можно найти в прекрасном сочинении Нессельмана: 
Ре Ающерга 4ег Яцеспел 1842 г, до сих пор еше 
не потерявшем своего значения. „Введение“ Нико- 
Маха разделено на лве нянги. Первая из них прев- 
ставляет меньший научный интерес. В ней можно 
отметить однако разделение четных чисел на числа 
випа 2", 2" (2т-!-1}, и? (2т-!-1), введение чисел 
недостаточных и избыточных и таблицу умножения 
в виде квадрата, разделенного на клетки. 2-я книга 
посвящена теории фигурных чисел и теории про- 
порций. Из числа теорем относящихся к фигурным 
числам отметим две: 1) всякое многоугольное числе 
равно сумме многоугольного числа препыпущего 
названия, ио занимающего в ряду то же место и 
треугольнаго числа, занимающаго предшествую- 
щее место (четвертое семиугольное число (34) равно 
сумме четвертого шестиугольного с третьим тре- 
угольными (28 -!.6); 2} если разобьем ряп нечетных 
чисел на группы, чиспо членов в которых будет 
возрастать как ряд натуральных чисел. то сумма 
членов кажной группы равна кубу числа членов 
каждой группы (1321, 3 1-55:21, 7.; 9.1.11 == За 
ит, а.). От многоугольных чисел Никомах перехо- 
дит к Пирамивальным числам, получаемым через 
суммование многоугольных чисел и наконец рас- 
сматривает также числа кубические (т?), числа 
балкообразные [м? пп -. п], числа кирпичеобраз- 
ные [м гм — п}, числа клинообразные, шаро- 
образные, параллелепипелные. 

В учении о пропорциях, которое но словам Ни- 
комаха „необходимо для естествознания, для музыки, 
сферической тригонометрии и планиметрии, но в 
особенности лля понимания старых писателей“, сна- 
чала рассматриваются три пропорции, найденные 
еше в школе Пифагора, т.е. пропорции арифме- 
тическая, геометрическая и гармоническая. Отметим 
здесь следующие теоремы: 1) в непрерывной ариф- 


+65 


метической пропорции а-Ъ . =-с разность между квал- 
ратом среднего члена и квадратом постоянной раз- 
ности равна произведению средних (эту теорему 
для нас столь простую Никомах называет прекрас- 
ною и никем не замеченною) и 2) если три числа, 
расположенные по убывающим величинам, соста- 
вляют пролорцию, то частное от неления первого 
на второе меньше, больше или равно частному от 
деления второго на третье, смотря по тому, имеем ли 
мы пропорнию арифметицескую, гармоническую или 
геометрическую. Далее Ницкомах рассматривает семь 
иругих пропорций: три пропорции Евлокса.Книдского 
ичетыре пропорцим, дополненные впоследствии и 
наконец одиннадцатую совершеннейшую, ибо она 
включает в себе прочие и находит многие припо- 
жения как в естествознании, так и в музыке, Таковы 
наиболее важные и интересные в историческом 
отношении места сочинения Никомаха. Историки 
математики не сходятся в оценке его научного зна- 
чения. В. то время хак Нессельман прилает боль- 
шое значение тому, что в „Изагоге“ арифметика 
впервые излагается чезависимо от геометрических 
представлений и теоремы учения о числах прове- 
ряются на числах, но не на линиях, как у Евклида, Поль 
Таннери *} находит взгляд Нессельмана излишне 
благоприятным. „Никомах не математик, потому 
что математик не мог бы внлючить в книгу те 
детски простые теоремы, которые находятся у Ни- 
комаха. Ниномах-- философ, который пишет об 
арифметике для изучающих философию. Поэтому 
в его книге почти отсутствуют показательства и 
теория сводится к обобщению индукции“. Но на- 
ковы бы ни были недостатки сочинения Никомаха, 
оно несомненно имеет большое историческое значе- 


5 © сетью о Домниносе Лариссном, математике в 
конце \ столетия в Метонея еще рибнез раз НеЪега 
её 2ещ еп Рапз 1912. Ча! |. р. 108. 
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нив и пользовалось громацною популярностью, „Счн- 
тать как Никомах Геразский“ было полго похвалою. 
Вовремя Ямблиха (1\ столетие) книга Никомаха была 
столь же классическою для арифметики, как Евклид. 
для геометрии. Позже Прокя, который считал что в 
нем живет душа Никомаха, писал комментарий 
на Изагоге. Латинский перевод Изагоге, спеланный 
Бозцием, сделался почти на все средние века 
классическим руководством. Таким же уваженнем 
пользовалась книга Никомаха и у арабов. 

Другой математик, связанный подобно Никомаху 
своими философскими воззрениями с школою Пи- 
фагора и с Платоном, Теон Смириский {Ш сто- 
петие после Р. Х.) посвятил арифметике олну из 
книг своего сочинения „Что нужно знать из мате- 
матики лля того, чтобы понимать Платона“. Дока, 
завши, что „математика необходима" (гл. 1} и опре: 
деливши арифметику (2) и епиницу ®) (3), Теон рас- 
сматривает лослеповательно простые л сложные 
чисна, четные и нечетные и их различные под- 
разпеления (:лазы 5-10) н затем переходит к -чис- 
лам нвадратным, гетеромекным (ги. 11—18} иск 
числам треугольным. пятнугольным и шестиуголь- 
ным (19—27). В главе 28 он локазывает, что квалрат- 
ное чиело состоит из ввух треугольных, главы 29 
и 30 говорят о телесных ин пирамидальных числах. 
Все этн главы, ло мнению Нессельмана, далено 
уступают соответствующим главам Мзагоге Нико- 
маха. Исторический интерес препставяяет 31 глава, 
посвящениая „пиагональным и боковым числам“. 
Цель ее показать, что полобно тому как целые 
числа преяставляют свойства треугольников, квад- 
ратов, пятнугольников, М 7. д. они могут выразить 
и отношение стороны и диагонали квадрата. Пля 
того, чтобы найти такие числа, Теон Смирнский со- 


8) „Единица не есть число, но только начало чисел 
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ставляет лва ряла целых чисел: *, ч.,. 


связанных равенствами 2, 


нь 
чисна я и © предполагаются равными единице. 
Таким образом получаются ряды чисел 
1, 2, 5, 12, 29. ...... 988, 2378 
1, 3, 7, 17, 41, (:.- - 1.333, 3.363 


Отношения т попеременно больше или меньше 
й 

отношения диагонали квадрата к его стороне. Межлу 
числами 2, и 2, сушествуют, как показывает Теон 
на примерах, соотношения — й1-- 24 2== (Ти 

Мы имеем здесь первый дошедший ло нас при- 
мер знаменитого уравнения Пелля, Т*_Рн 
которое была предметом многочисленных работ ' "). 
и на громадном значенин которого в теории би- 
нарных ивёпратчых форм н в теории кзадратичны: 
числовых тел мы остановимся зальше. П. Таннери. 
доказывает, что уравнение Теона рассматрива- 
лось еше Платоном. Приближение к }”2 найден- 
ные Теоном суть че что иное как послелователь- 
иные подходящие дроби к разложению в непрерыв- 
ную дробь } 2 и этот результат есть частный случай 
общей методы данной Лагранщем для решениа 
уравнения Пелля, © помощью непрерывных дро- 
бей. В олной мз глав сочинения Феона мы встре- 
чаем в первый раз магнческий квапрат. 


114: 7 
2] 5] В 
3]15:9 


5) Ин посазшена особаф монография; Конен. безоМеМе 
ег С\есвила 


Залача магических квадратов с тех пор явилась 
олною из любимых тем в теорин чисел. Она инте- 
ресовала Фермата и Эйлера, после того как в сред- 
ные века ею занимались Стифель, известный ми- 
стик Агриппа Неттессеймский и знаменитый хулон- 
линк Альберт Дюрер. 

Большою известностью пользовались в средние 
века и сочинения Ямблиха, © которых мы говорили 
выше, сочинения представляющие большой инте» 
рес для исторни Неоплатонизма, этой религии греко- 
римской интеллигенции побежденной религию бед- 
ноты, но их научный интерес гораздо меньше ин“ 
тереса книг Никомаха и Теона. Громапный ин’ не 
преходящий научный интерес представляют напро- 
тив дошедшие до нас части сочинения знаменитого 
арифметика Греции Днофанта. 


№. 
Диофант, 


Не только происхождение и обстоятельства жизни, 
но даже и точное определение времени деятель- 
ности Диофанта покрыты мраком неизвестности. 
По цитатам в его сочиненим с одной стороны, по 
цитатам из его книги в других математических со- 
чинениях можно установить два крайние предела 
и межлу этими пределами разница в 540 лет (о' 
180 г. по Р.Х. до 350 г. после Р. Х.) Наиболее 
авторитетные писатели относят его жизнь или и 
3-му столетию после Р. Х. (М. Саиюг) или к 2-му 
после Р. Х. (Поль Таннери, Пориа). Из сочинений 
Диофанта дошли до нас шесть книг его арифме- 
тики (из предисловия вндно, что их было трина- 
яцать) и небольшой трактат о многоугольных чис- 
слах, Из арифметики видно, что он написал вще 
сочинение под.заглавием Поризмы. 

Из предисловия к арифметике видно, что она 
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бына. разделена на 13 книг повобно Началам 
Евклида и Альмегесту Птолемея, Вопрос о том, 
какая часть сочинения погибла, каково содержание 
недостающих семи книг занимал ученых, изучавщих 
внимательно Диофанта. Одни лумали, что погиб 
конеш сочинения и что в нём заключалась или 
теория решения нубических и бинвадратных урав- 
цений (математик хм <толетия Бомбелни) или тео- 
рия ‘тройных уравнений как продолжение теории 
лвойных уравнений данной В <охранившейся части 
сочинения (мнение Монтукля и Шульца). Напро- 
тив другие (излатель арабских математиков Коле- 
друк, Нессельман, Ганкель, Хит) считают, что. по- 
зеря сравнительно маловажна, что пропала часть 
сочинения между первою и второю книгою, заклю- 
чавшая по мнению Нессельмана решенме опреле. 
ленных уравнений 2-ой степени и иеспрепеленных 
первой степени; Наконец. Таянеря и Лориа склонны 
лумать, что погибшая часть сочинения превставляла 
не. меньший интерес чем дошедшая до нас и дя- 
лают различные гипотезы относительно ея содер- 
жания *). 

Из пошедших до. мас рунописей на греческом 
языке Арифметики наиболее древняя нахопится в 
Ватикане м относится в ХШ столетию. Арабский 
леревоп Диофанта бый сделан. в |Х столетии. Пер- 
вый перевод на латинский был сделан Ксиланде- 
ром и напечатан в 1575 г. в Базеле. В 1588 г. 
Симен Стевин, бельгийский математик, о котором 
мы будем говорить лозже, издал французскую пе- 
реработву первых четырех книг Диофанта, В 1621 г. 
появилось знаменитое в истории так называемого 
Анализа Диофанта излание греческого текста и 


Талиего. Зиг в рее 4ез серр Изгаз Че Порпане {Мет 
Заель чо! №, 
Рома. зеветие есане пеН’апыса Отеда, Модела. 1902, 
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патиневого перевопа Баше ве-Мезириака с ком 
ментариями и пополнениями ученого издателя; на 
полах этой книги и писал Фермат свои „ОБзегуа- 
фопез“. После его смерти его сын С. Фермат издал 
в 1670 г. в Тулузе Диофанта с комментариями Баше 
и © „ОБзегаНопез“ Фермата. *) 

Пошь рецакциею Поля Таннери напечатано в 
Лейпциге а 1893 г, в двух томах изпание: Сорвапё 
Яехапайг! Орега отиуа. 

Для облегчения чтения Лиофанта Шульц в 1810 
иРертгейм а 1890 излали арифметику на немецком 
взыке, К этому посленнему изданию мы и отсылаем 
желающих ближе познакомиться непосредственно 
с Диофантом. Как лучшия пособия при его изуче- 
ния можно рекомендовать: 1} Меззейтапи. Ме 
чета дегФиесНеп, Вет. 1842. Почти половина этой 
прекрасной нниги посвящена Диофанту, #) Тома 
Те зсеп2е езайе пе!апёса Сгеае. Мофепа 1902. 
3) Неа. Оюрватиюз оЁ Мехапаце, Сатьиаде, 1885 
и 4 статьи Таннери в собрании его Метотез зфепё- 
Ваиез руБИ6$ раг Нефега её Решеи. 1912. 

Арифметика Лиофаита имеет одинаково большое 
значение и для истории алгебры и для истории 
теоретической арифметики; 11 положений, которыя 
предпосланы всему сочинению, суть бесспорно 
элин из самых замечательных покументов истории 
математики. Определивши, подобно Фалесу, число 
как собрание единиц и указавши на беспрелель- 
ность ряда чисел, Диофант выделяет из них пять 
влассов: квадраты, кубы, биквадраты, квапратовубы, 
кубокубы.Вместечединииеюи первою степенью числа 
эти пять видов чисел составляют „лестницу семи 
ступеней“, которая встречается в некоторых сочи- 
нениях Пифагорейской школы, Этим классам нелых 


*} Энземпляр этого издания назодится з библиотеке Анз- 
демин` Наув, в Петрогрде. 
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чисел соответствуют влассы пробей с числитепем 
единицею: проби будут называться простые, ква- 
пратные, кубические, бинвапратные, квадратоку- 
бические и кубокубические соответственно знаме- 
нателю, Поназавши обозначения триналцати кате- 
торий чисел Диофант в положениях 4 и 8 дает 
правила их перемножения т.-е„, говоря языком совреё- 
менной алгебры, законы умножения положительных и 
отрицательных степеней: 


1, хе == 9, хе 


‚хп, хаки 1, 


вю * 
(если пм) и РР (если 


= 


1 
и наконец щих == 
х 


и<1п), но ограничиваясь только значениями ти н 
сумма которых меньше 6. Положение 9-ое (правило 
умножения отрицательных. чисел на отрицательные 
иположительные} формулируется Диофантом слелую- 
щими словами: „Число вычитаемое будучи умно- 
жено на вычитаемое дает прибавляемое; вычитае- 
мое умноженное на прибавляемое, дает вычитае- 
мое”. В положении 10-м Диофант настаивает на 
необхопимости .настойчивого упражнения в сложе- 
нии, вычитании и умножении как опночленов так 
и многочленов. Наконеи в 11-м положении Дио- 
фант лает указания, как путем прибавления и вь- 
читания равных членов привести уравнение к воз- 
можно более простому виру. Развитие этих указа- 
ний вероятно и привело арабских математиков к 
пвум’ основным операциям {алгебра и альмукабала. 
См, пальше главу У), В том же введении Диофант 
вместе с правилами действий вводит символы яля 
обозначения рассматриваемых им степеней и про- 
бей и если у него отсутствует знак для обозначе- 
ния действия сложения и два складываемых чиспа 
ставятся рядом одно попле. другого, то для вычи- 
тания и пля равенства Дмофант вводит особые 
знаки и таким образом и в этом отношении является 


ео 


даним из основопеложников алгебры, За звеленнем 
в шести сохранившияея для нас книгах следует 
собрание 208 задач, из которых значительно боль- 
щая часть (160) ‘относятся к решению неопрене- 
ленных уравнений в рациональных числах. Завачи 
приволящиеся ‹ решению определенных уравнений 
первой и второй степени встречаются главным 
образом в 1-ой книге. Но вообще Диофант, как 
он дошел до ‘нас, не представляет стройной си- 
стемы, в моторой более леткие задачи прелше- 
ствуют более трудным; можно. думать, что. тот без- 
порядок, в котором расположены зацачи, есть дело 
рук неудачных перелисчиков. Благодаря трупам 
Нессельмана, Таннери н Лориа можно однако разо- 
браться в залачах Пиофанта. В особенности по- 
лезна таблица, панная Пориа, в которой все задачи 
<группированы по 8 отделам. Я считаю полезным 
привести в выде примера нескольно задач нажного 
отаела. (Номера задач указаны мною по книге 
Вертгейма более доступной для русского читателя). 


|, Уравнения первой степени < одном неизвестною. 


Пример: задача |, 10. Даны два числа. Нужно. 
одно и то же чисяс прибавить к меньшему н вы-. 
честь из большого; отновение суммы к разности 


й а__) 
пеио. Запача приволит к уравнению „7; „ где 


г, Б, } суть панные чисна, Заметим, что Диофант 
обыкновенно лает в свомх задачах опрепеленные 
числа; тк в этой задаче а ==20, Ь == 100, ). =4; 
но это внаимое сужение очевилно нисколько не 
нарушает обиности метова решения. 


|, Опредевенные системы уравнений пераой степени. 


, Г. Данное число разнелить на два числа, раз- 
насть между которыми пана (х--уз=а, х-- у ==Ъ}. 
Привелем перевол, решения этой задачи, зволя 
вместо символов Яисфанта для равенства и вычи. 
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тания равно вак м лля ‘обозначения неизвестной 
обычные символы современной алгебры и употреб- 
ляя символ сложения, который, как было сказано 
выше, отсутствовал у Диофанта. „Пусть панное 
число есть 100, разность 40. Обозначим меньшее 
число х, большее число будет х-!-40, оба вместе 
далут 2х-Г 40. Так как их сумма должна быть 100, 
то 2к-| 40 = 100. Если мы вычтем равное из рав- 
ного, а именно 40 из 2х -|-40 и из 100, то оста- 
нется 2х:-==60 и следовательно х = 30. Таким обра- 
зом искомые числа будут 30 м 70“. 

12. Разделить данное число на два числа двумя 
бань так, чтобы первое слагаемое первого 
разложения ‘нахопилось бы в данном отношении’ 
к первому слагаемому второго разложения и чтобы 
второе слагаемое первого разложения находилось бы 
также в данном отношении к второму. 

(иж а, у,-Ру-а, =, у, №=^ 

1, 20. Найти четыре числа так, чтобы сумма трех 
из`них была больше четвертого на данное число. 
хутанита, ху--а-гизеь ху 

ии же, х-- уе Е--и == 9). 

1, 23. Найти три числа так, чтобы наибольшее 
превосходило наименьшее на данную часть сред- 
ыего, чтобы среднее превосходило меньшее на дан- 
ную часть наибольшего и чтобы наименынее число 
превосходило данное число на данную часть срел- 
него числа. ° 

= :—а 


(х—у:=7 у-а= х 7). 

?, 9. г 
Диофант решает задачу, полагая р == 
10 и находит числа 45, 37% и 221 


г=-Зи 


а 


Ш. Определенные систежы уравнений, приводящикся 
к перзой и Второй степени, 


Ь 34. Найти два ‘числа, находящиеся в данном 
4 ая 


отношении, для которых сумма квадратов нахо- 
дится в данном отношении к сумме чисел (= 
у, 
ху _ ”) 

В решении Диофант предполагает * =5, 
находит легко .х ==б, у язв. 

№, 16. Найти три числа, если даны произведе- 
ния суммы лвух чисел на третье; ((у.- 2) х==а; 
Е у-ь, (х--у)2=%). 

Полагая а==35, 6 =227, с 
числа 3, 4, Б. 

1\, 38. Найти три числа тан, чтобы произведение 
двух из них, увеличенное на сумму этих чисел, 
было бы равно цанному числу, 

(уе (и-гу а, у-Гу-- а) =, жж. (к 

Диофант предполагает, что а ==8, Ъ==15, с =24 
и находит рациональные числа 84, 30. 


32`Пиофант находит 


8, 15, 24, увеличенные на 1 суть полные квадраты. 
Диофант, отыскивая рациональные решения, при- 
бавляет усповие, что числа а, Ь, с полжны всегда 
ло прибавлении единицы быть полным квадратом, 
Но общее решение уравнений есть 


| И в-9:%, 


-- < еее и 
`— и для рациональности 


чисел >, у остатбано только, чтоб (а-!-1) (6-1) 
(<-- 1) было полным квадратом. 


\У1. Неравенства с одною неизвестною. 
М, 25. Найти, х так, чтобы х я 


№, 31. Найти х так, чтобы = 


5$ 


У. Неопредененные уравнения 1-ой степени, 

14. Найти пва числа так, чтобы их’ произведе- 
ние находилось в данном отношении к их сумме 
фу» (ку). 

1, 25. Найти три числа, которые становятся равны, 
если каждое отдает следующему определенную 


. 2к 
часть своего значения (х у У: 


\!. Неопредепенные уравнения 2-й степени. 


П, 8. Разложить данное квадратное число на два 
квадрата: х? --у* == а? 
Диофант берет квадратное число: 16 и получает 


. 6 2 
равенство 16 == (5) +С2). 
Эта задача, общее которой решение х== 


аи . 
Уи было известно ‘грекам, замечательна 
и потому, что к ней Фермат сделал свое знаменитое 
добавление, по ноторому никакая степень, Кроме 
хвапрата, не может быть разложена на сумму двух 
степеней с тем же показателем. 

Й, 23. 24. Найти два числа так, чтобы квадрат 
хаждого из них, увеличенный (зад. 23) или умень- 
шенный (зал. 24) на сумму двух чисел, оставался пол- 
ным квадратом: (х? 2 (х-- у) ==). 


Е (-у) = 45, у? 

№ 16. Найти три ‘числа так, чтобы произведение 
‚пвух из них, увеличенное квадратом третьего, было бы 
полным квалратом. ° 


(уг- ° | 


и, дк. |- у , Ху 2 = №), 
Лиофант полагает первое число равным единице, 

а третье равным учетверенному второму, увеличен- 

ному на. 4; тогда, говорил он, два.из условий удо- 
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впетвораны и о тается уповлетворить третьему. За- 
дача привозит к уравнению: 16 х* 1.33 х-|-16 
-= (4—2 }, откуда второе число равно 5 а третье т. 

Формилы для решения этой залачы, хотя и не 
исчерпьвающия все решения, даны Эйлером. (Сот- 
тепё СоНесве И. р. 576), 

ГМ, 35, Разделить число 1 на два числа так, чтобы, 
прибавгяя к каждому из них панное число и не- 
ремножая таким образом полученныя числа, полу- 
чилось произведение, равное полному квапрату 
[< ==1, («Г а) (у--Ь) ==и?). Диофант полагает 
а-=3, Б=5 и приводит зацачу и решению урав- 
нения 72 х? -Г 81 == полиому квадрату. 

1№, 45. Найти три числа так, чтобы разность межиу 
наибольтим и средним находилась в панном отноше- 
нии к рузности между средним и наименьшим и 
чтобы в то же время сумма каждых двух чисел 
была полным квадратом: 

х 
у2: 

Диофалат ведет свое исследование, положив 7. ==3 
и п==2. , 

\, 1. 2. Найти три числа, составляющие геомет- 
рическуг».пропорцию так, чтобы каждое из них, 
увеличенное (зад.`2) или уменьшенное (зап. 1) нг 
данное число, равало бы полный квапрат. 

(хл==у2, хлаг: 2, узат=\, 2=а=\), 

\, 3. 4. Найти три числа тав, чтобы увеличивая 

или умзньшая как число так и произведение лвух 


узла, зерка-уь ж-Ну 


уз-ажи,?, хтЛ-ачм ху: 
`У, 30. 31. Найти три квадратные числа так, чтобы 
сумм“ двух из них, увеличенная или уменьшенная 
на панное число, давала бы полный квапрат. 


{уз 22 Рая ы", 2-х Е авЕу?, хр у? а ==). 
р 
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\У1. Неопределевные уравнения 5-й и 4-й степени, 


№, 6. К кубу и к квадрату прибавить один и 
тот же квадрат так, чтобы квапрат остался каед- 
ратом а куб-—кубом (у? -{- х? = цз, 2-я? ==). 

М, 7, К кубу и к квадрату прибавить один и 
тот же квалраттак чтобы, куб сделался квапрато? 
а квапрат кубом (уз -|- ха == ит, 22-1 ха ==), 

[У, 29. Найти два числа так чтобы их про’зве- 
дение делалось кубом как по прибавлении, сак и 
по  вычитании их суммы: (ху -Н (к у)==63, ху — 
(к-р) =). 

У, 32. Найти три квадрата так; чтобы сумма их 
квадратов была также квалратом (х4 -|- уз =), 
Диофант решает задачу положивши, что уё==4, 
2209 и следовательно 1-97 == из. 


ь 


Задачи восьмого отдела, посвященного вопрссу 
о построении рациональных прямоу ольных тре- 
. © нахождении трех рациональных 


угольников, т. 
чисел х, у, х уповлетворяющих уравнению х? -|- у? 
и сверх того пополнительным задениям, находятся 
исключительно в 6-й книге и составляют ея содер- 
жание. Вот некоторые из задач =того типа. 

[\, 19. Найти прямоугольный треугольник, в ко- 
тором сумма площади и гипотенузы есть квадрат, 


ие ху 

а периметр —куб: (3 НЕ и?, ху 23. 

Решение, данное Пиофантом, основывается на 
свойстве квадрата 5 обрашаться в нуб поспе сло- 
жения с числом 2. По этому поводу Фермаг заме- 
чает, что он имеет неопровержимое показательство, 
что из всех целых чисел только 5 имеет это свой- 
ство и прибавляет: спосоё Баше дает безчисленное 
множество пробей имеклцих. это свойство, но ни 
Баще, на‘какой-либо другой писатель мне извест- 
ный, не занимались учением о целых числах, не- 
обыкновенно прекрасным и трудным. Утверждение 
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Фермата о том, что уравнение х--2==у8 имеет 
единственное решение х==5, у==3 доказано Эйле- 
ром в его Алгебре. 

У 24. Найти прямоугольный треугольник, в ко- 
тором периметр есть куб, а сумма периметра и 


плошади-—квадрат: (х--у-- 22208, я НЫ -Уу 


+9=%). 

Таковы задачи, которые решаются в Арифметике. 
Что касается по решений, то.прежде всего обра- 
тим внимание на то, что Диофант ставит себе 
целью найти рациональные решения и что поэтому 
название „анализ Лмофанта“, применяемое теперь 
к решению неопределенных уравнений в целых 
числах, не точно. Притом решения Диофанта суть 
положительные числа. Отрицательные решения, 
равно как м иррациональные не сушествуют и по- 
этому Диофант прибавляет к задачам часто доба- 
вочные условия, гарантирующие рациональные поа- 
ложительные решения, Другой нелостаток Диофанта 
с современной точки зрения заключается в том, 
зто он не интересуется числом решений; найця одно 
решение, он считает задачу решенною. Но эти 
недостатки Арифметики компенсируются богатством 
и разнообразием методов решения, тою виртуоз- 
ностью и остроумием, которые он проявляет в иска- 
нии наиболее подхоляших к кажлой задаче методов. 
При всем разнообразии методов можно однако 
выцелить некоторые наиболее общие и чаще пругих 
применяемые. . 

Так изучение решения весьма многих задач при- 
водит к следующей общей идее этих решений. 
Объясниы ее в применении к неопределенным ура- 
внениям 2-ой степени. Эти уравнения всегда пред” 
ставляются у Диофанта в форме: 

(1) Ах *--Вх--С-=у?, при‘чем требуется, как 
мы знаем, найти пля хи у рациональные значе- 
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ния. Очевидно, что ели нам удаетея выразить 
хиу двумя рациональными функциями от новых 
неизвестных { и у так, что одна из этих неизвестных, 
например +, будет рациональною функциею от другой, 
то Задача решена, ибо тогда всякая лробь, взятая 
вместо и дает для { также рациональное число, а 
потому и х и у получают рациональные значения. 
Но подстановка вместо хи у рациональных функций 
от Е и и вуравнение (1) обращает его в уравнение 
Е (& ц)-=0, которое должно быть первой степени 
относительно { для того, чтобы + выражалось ра- 
ционально посредством и. Диофант и постигает этого 
двумя различными способами. 
1) Пусть а и Ь будут лва рациональные числа тоже- 
ственно уповлетворяющие уравненно (1); полагая 
х=а-ьу=ь--, 
приводим уравнение 'к желательному виру т. к. в 
силу тожества Аа’ -|- Ва-- С =? уравнение {1) по 
сокращении на + будет относительно + первой сте- 
пени. В тех случаях, когда частное решение есть 
х=0,у=Ь, искомая подстановка будет очевидно 
х=фу==Шщ-РЬ и следовательно в результате ея 
Е т..е. х выражается рационально посрелством ц. 
Для упрошения можно прямо положить у == их -- 
м запача будет рещена. Так, например, поступает 
Диофант при решении задачи |\, 33. (см. выше). 
Неопределенное уравнение 72 х? уз очевидно 
имеет частное решение -х=0,у 9 и поэтому 
подстановка у-=их--9 решает вопрос. Днофант 
полагает и-=8 и получает уравнение 72х28] = 
=64х? - 144х--81, которое приводится к уравне- 
нию первой степени 8х—144 и дает х-==18. Та- 
ким же образом все’уравчения как типа Ах?-- 
3 ==у2 так и более общие Ах? -— Вх-|- <? ==? ре- 
ваются полагая у == их: 6. 

Так взапример запача |, 1/.: „найти два числа, 
находящиеся в данном отнощении и обращающиеся 
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по прибавлении нанного квадрата = квадрат“, при 
водится если отношение есть 3, а прибавпяемый- 
квадрат есть 9, к неопределенному уравнению 
3х --18 9 Диофант решает его полагая 
у=2х-—-3, т.е. принимая ч=2. В 4-ой книге 9-ая 
задача свопится к запаче: найти два числа, отли- 
чаюшиеся на 1 так, чтобы разность их кубов была 
квадратом, т. е. к неопределенному уравнению: 
3х?-3х--1==у?»  каторое решается полагая 
у=1— 2х т. в. полагая и==—2. Зарача 1\, 48 
(см. выше) приводит к неопределенному уравнению 
3х2 --12х--9==х2, которое решается тем же прие- 
мом. 

2) способ применяется Циофантом в том случае, 
если легко находится решение уравнения Ах == у? 
т.е, уравнения, получающегося сохраняя в уравнении. 

(1) Ахз-- Вх--С-=у? только члены высшей сте- 
пени. Пусть например Ва? — Ь*, тогда полагая х == а, 
у=ы-Ё№и приволим уравнение (1) к виду: 


ВаЕ — 2Ыш — и? -- С ==0, откуда += 5 Чсився. 


кое рациональное значение ч дает рациональные 
значения х и у. По этому способу решаются ура- 
внения тип. 


Так нак и в том и в другом случае х==1, 
у= т,’ удовлетворяет уравнение га? х? == у, то 
подстановка у — тх-[ и решает задачу. Так напри- 
мер залача |}, 29: „найти лва квадрата так, чтобы. их 
произведение по прибавлении того или другото. 
чиспа оставалось квадратом“: 

{куз- ха = 92 уз уз=\?), в которой Диофант 
принимает у==1 и поэтому ‘прежде всего ишет 
хвапрат, который оставался бы нвадратом по при- 
бавлении 1, приводится к решению уравнения х*-|- 
--1==у?. Подстановка у ==х--и рещает вопрос: 


56 


р 
—1 . Диофант, как всегда; принимает и -= —26 


Е р 
получает х= 1.В той же задаче встречается урав- 


нение 9х --9==у?, решаемое полагая у==Зх-—-4. 

Зарача №, 17. Найти три числа, которых сумма 
есть квадрат так, чтобы квадрат кажного по при- 
бавлении следующего числа оставался квадратом: 
кену-еа-е, «ужи, узами, ах == 3) 
приводит к уравнению 10816 х? -|-22 , которое 
решается, полагая у==104х-|- 1. 

Запачи \, 3. 4 {см. выше) приволятся к уравне- 
ниям: 42-1-2868 х-- З4=5уз и 4 -- 4х 19 = у. 

Так как то и пругое уравнение по отбрасыванию 
членов степени ниже второй обрашается в 4х? == у! 
которое удовлетворяется, полагая х==1, то 
оба уравнения решаются постановкою у =2х— и. 
Диофант не ограничивается уравнениями Ах”--Вх-- 
—БС-=у?.- Мы уже указали, что многие из его залач 
приводят к неопределенным уравнениям третьей 
и четвертой степени (общее число таких задач 
равняется 31). Так например задача [\, 29 приво- 
дит к уравнению; (1) 9х: — 4х8 -1- 6х? -—- 12х-|-1 = 
Полагая у==3х?—6х--1, Диофант получает ура- 
внение, в котором отсутствуют члены с *хи <во- 
бодный член,—а именно уравнение 32 хз = 36 х*, 


=. Нессельман )указал,чтоуравнение(1) 


что дает 


9 
4 я 
есть частный случай уравнения типа а?х“-|- Вхз-|- 


+-С2--Дх--е?==у, которое может быть всегла 
привелено квилу 1-х == Мх? подстановкою у ==-Гах?-|- 
-Них--е т. е. преобразованием х==& у==--аё-.. 


+ ч--е. В задаче \, 32. (см. выше) Диофант ре- 
нрает уравнение х*-{- 97 =у?, полагая у=х? — 10, 
т. в, вводит снова квадратичное преобразование, 


Вега 4ег СиесНеп 345. 


Таким образом внимательное изучение методов 
ДЦиофанта приводит нас кначалу не только теории 
линейных преобразований (х == а у=ьЁ--и), но и 
теории преобразований более общих (х == у=-|- 
НБ; х= у=таё 1 чЁ-|- е). Как мы увидим теория 
линейных преобразований пвух переменных в общей 
форме х—аЕ|-Ви, иу=-Зи, при целых коеффициен- 
таха, 8, 1,8, удовлетворяющих равенству 9 39-=1 ре- 
щает общий вопрос о неопределенных уравнениях 
2-ой степени и в соответствующих преобразованиях 
Диофанта мы имеем начало теории бинарных квапра- 
чтичных форм. 

Его квадратичные преобразования представляют 
начало другой еще более общей теории--теории 
преобразования уравнения: 

Е (у) =0 в уравнение Ф (+ и) =0 лодстановками: 


хи) 
уч), 
при чем ци 1 суть раниональные функции. 

В задачах Диофый уравнение ЕР (х,у)==0 есть 
уравнение с рациональными коеффициентами и в 
подстановках коеффициенты суть также рациональ" 
ные числа. Поэтому если, как в выше приведенных 
примерах, можно найти рациональные подстановки, 
приволящие уравнение Е(х, у)==0 к уравнению 
У (6 0) ==0 первой степени относительно \, то хиу 
выражаются ранионально посрелством ц, и всякое 
рациональное значение и лает для х иу рацио- 
нальные числа т. е. достигается цель, которую 
имеет в вилу Диофант. Но не трудно видеть, что 
ограничение коеффициентов как уравнения, так 
и преобразований рациональными числами может 
быть отброшено, коеффициенты могут быть какие 
угодно числа и тогда мы получаем исслепования, 
имеющие громадное значение как в теории алге- 
браических фунвций м их интегралов, созпанной 
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Риманном и Вейерштрассом, таки в тёории кривых 
высших степеней, 

При рациональных преобразованиях не меняется 

№ —9п-2) 

208 кривой (выражение @- ро —=5_ 
есть степень уравнения, 4 и г означают числа двой- 
ных точек и возврата кривой). Преобразования, 
дающие возможность выразить хи у рациональ- 
ными функциями овного параметра и возможны 
только для уникурсальных кривых (р ==0). Простей- 
ная из этих кривых есть круг, уравнение которога 
ха у? за, Применяя ‘к задаче |, 8. разложить 
данный квадрат на два квапрата, т. е. к уравнению 
х2-- у? =а? преобразование Диофанта: х==\, 
у==ш-ра находим: 

1) «= и, придавая и произ- 
вольное. рациональное значение, получаем беско- 
нечное множество решений задачи 'Диофанта. Но 
те-же уравнения; 

1} дают и параметрические уравнения уникур- 

м м а 
<альной вривой круга. (Полагая и==#а19 5, полу- 


чаем х==аСози, у=-а Эа), т. е. частный случай 
униформизации посредством трамсиедентной функ- 
ции, задачи, которая была в общем виде поставлена 
и решена Пуанкаре с помощью фуксовых функций. 
Так связывается начало алгебры и теории чисел, 
заложенное в великом сочинении Диофанта с наи- 
более глубокими математическими исслепованиями 
настоящего, 

Вместе .с тем читатель может уже препставить 
себе разнообразие и интерес методов Циофанта, и 
наща цель будет достигнута, если примеры и ука- 
зания нами данные побудят его ближе познако- 
миться с сочинением, ноторое Лориа называет 
„орега. Бе еейта га |е БеЙе спе Галйса Сиеса сй Ва 
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—4—г, где. п 


теда!а{е". К сожалению бецность русской. перевод- 
ной математической литературы лищает возмож- 
ности познакомиться с Диофантом, не прибегая к 
иностранным изданиям. 

Лва вопроса невольно возникают после знаком- 
ства с таким ‘эпохопелающим сочинением, как 
арифметика Диофанта. Кто мог быть предшествен- 
ником его в этих трудных и: новых областях мате- 
матики ипи его арифметика есть ргоеез Уле гплайе 
сгеаа? Оставил ли он посл себя школу учени- 
ков и комментаторов? 

И тот и другой вопрос не получили до сих 
пор удовлетворительного решения. Особенно пер- 
вый вопрос является спорным. Итальянский мате- 
матик Х\У]} столетия Бомбелли, приписав Дио- 
фанту схолии комментатора ХМ столетия‘ Максима 
Плануды, считал Диофанта учеником индусов. Позд- 
днейшие историки склонны считать Диофанта та- 
лантливым математиком, из работ своих предизест- 
венников составившим органическое целое, допол 
ненное собственными исследованиями. 

По отнощению к первым двум книгам Диофанта, 
трактующим об рЪшении. опредёленных уравнений 
Тиё степ., это мнение можно считать доказанным. 
Решение квадратных уравнений в геометрической 
форме было известно уже Евкпиду. 

Так называемая „Греческая Антология“ содержит 
48 задач в стихах (арифметические эпиграммы), 
которые относятся х решению систем определен- 
ных уравнений с нЫсколькими неизвестными {за- 
лача о бассейне, залача о короне Герона, рщен- 
ная Архимедом, задача о возрасте Лиофанта). Но 
по нас дошла только одна единственная задача, 
приводящаяся к решению неопределенного уравне- 
ния 2-й степени, „Задача о быках Солнца“. 

В 1773 г. Лессинг. нашел в одной немецкой би- 
блиотеке греческую эпиграмму в 44 стихах, заклю- 
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чающую задачу неопределенного анализа, которая, 
по сповам рукописи, была предложена Архимепом 
в послании к Эратосфену аленсандрийским геоме- 
трам. Зацача требует вычислить число быков (от- 
сюда, ве название-—задача о быках) и коров Солнца, 
принаплежащих к четырем стадам различных ма- 
стей. Обозначим буквами Ал ь }. — число быков 
белой, черной, рыжей и пестрой масти и буквами 

‚У, РЁ, ш— число коров тех же мастей. Эти числа 
шоржны прежле всего удовлетворить следующим 


семи уразнениям: 
1 


(неси 

Решение этой системы уравнений неё предста- 
вляет особенной трудности: оно привопит к выра- 
жению восьми неизвестных кратными одной итой же 
неопределенного числа х с ноеффициентами, имею- 
щими от восьми до десяти цифр. Но рукопись до- 
бавляет еще два условия: 

8) \--^ полжно быть квадратом. 

9) в^--Е должно быть треугольным числом. 

И тогда решение задачн зависит от‘рещения 
Пеллевского уравнения, решение которого требует 
длиннейиших вычислений. 

Задача о бывах и вопрос а том, может ли она 
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быть приписана Архимеду, занимал многих: немен- 
ких ученых, влом числе Клюгеля, Нессельмана *) 
и Гейберга. Ею интересовался, повидимому, и Гаусс. 
Послелнее, повидимому, исчерпывающее изуче- 
ние задачи было произведено филологом Крум- 
бигилем и’ математиком Амтором **). По Амтору 
задача сводится к решению уравнения Пелля 
2? — 2.3.7.11.29,353 и ?== 
при условии, что и есть краткое число 2.4657. 

В числе быков Солина должно быть 206545 цифр. 
Так как на странице таблицы логарифмов Каллета 
помещается только 2500 цифр, то, чтобы .напеча- 
тать все 9 чисел, необходим том в 744 страницы. 

К какому времени относится эта задача? 

Можно ли приписать ее великому сиракузскому 
теометру, Псаммит которого имел целью показать, 
что самые громадные числа могут быть превзой- 
пены теми числами, которые он. учит классифици- 
ровать? Число быков солнца далеко еше от ‘пре- 
дела первого пермода Псаммита, т.-е. числа 

10509 `вбо чо. 

Нессельман, основываясь на том, что треуголь- 
ные числа встречаются впервые у Никомаха, счи- 
тал условия (8) и (9) припискою позднего времени 
и категорически отрицал принадлежность задачи 
Архимеду; Таннери и Пориа склонны, повидимому 
допустить послепнее, 

Спорным остается таким образом водрос о пред- 
шественниках Диофанта в греческой математике. 
Нельзя считать также окончательно решенным в 
отрицательную ‚сторону вопрос о влиянии Индии, 
в которой: громадные числа привлекали издавна 
внимание мыслителей, на греческую мысль. Мы 


‚*) АИцерга Чег @песпеп. $. 481 и след. 
2+) Фейзсьий Ни’ МаНетаНк ип РНуёй‹. Н5юнзсй ЛНега- 
изсне АБеНипе  ХХУ. 1880, ° 
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возвратимся к этому вопросу в следующей главе, 
посвященной индийской математике, и перейдем 
теперь в вопросу о влиянии Диофанта на развитие 
математики в ближайшее к нему время, И в этом 
вопросе для решения мы“ имеем мало панных. 
Жил ли Диофант в 3-м или 4-м столетии, во всяком 
случае блестящее время греческой мысли и ее 
александрийского периода подхолило к концу. На- 
двигалось средневековье сего пренебрежительным 
отношением к научному знанию. „Стедо ча 
аБзит4итз“ становилось лозунгом для мыслителей, 
И поистине поразительным является тот факт, что 
талантливая язычница, перед чарующею личностью 
которой склонялись паме христианские епископы, 
растерзанная фанатическою толпою египетских мо- 
нахов на улицах Александрии в 415 г., была почти 
тан известным нам комментатором Дио- 
фанта *). 


У. 
Индусы. 


Вопрос с древности и степени самостоятельности 
индийской цивилизации представляется до сих пор 
столь же спорным, как и аналогичный вопрос для 


До нас лошло, в сожалению, мало сведейий об этой 
замечательной женщине. Лучшие научные исслелования о 
цей принадлежат Носне (РНйоодиз Т. ХУ. 1860. 435—474) и 
Вдопе (рама РТеззапаипа, зао эюпко) (АНТ Че! ®. 156. 
Уепею. \1. Зепе +. У. 1887). Личность Гипатии со времени 
английского рационалиста Толанда привлекала к себе вни- 
мание свободных мыслителей Европы. Прекрасный роман 
английского социалиста Кингслея (переведен на русском 
языке) способствовал распространению славы ее имени, но 
многое еще нужно сцелать и это лежит на обязанности 
жеящин-математиков Европы и Америки. Почин к этому 
предполагалось положить в 1915 г. когда прошло 15 сто- 
летий после трагической копчины Гипатии, но великая 
война помешала этому. 
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Китая. Сочинения богословека-геометрического хах 
рантера —- Сульвасутры (правила пля постройки 
алтарей божествам), которые  санскритологами 
относятся к 8-му веку.до Р. Х, заставляют думать, 
что теорема Пифагора была уже в это время известна 
ИНДИЙСКИМ жрецам. Основываясь на этом, многие 
ученые считают несомненным влияние Индии на 
Пифагора, указывая и на другие черты сходства 
между учением Пифагора и учением браминов (ме- 
темпсихоз, запрещениеупотребления в пишу бобов *). 
К еще более раннему периоду относится тот инте- 
рес к громадным числам, который составляет ‘одну 
из характерных черг индийской литературы раз- 
личных периодов и приводит к мысли об индий- 
ском влиянии на Псаммит Архимеда. Если в Риг- 
Веде (1200—1100 до Р. Х.). нанбольшее встречаю- 
щееся число есть 100.000, то в более позаних 
произведениях индийской письменности мы встре- 
чаем особые имена для громанных чисел ло 10 бил- 
лионов (Ягур-веда) или до’10! (Магабгарата). Су- 
ществуют особые имена и для дробей с числителем 
Ти < энаменателями весьма большими {например, 
15* 30). В олной из легенд © Будде говорится о 
том, что он знал названия чисел до 1051, 

Если влияние индийской науки и философии на 
греческую мысль 6—3 столетий является еще не 
вполне доказанным, то почти несомненною пред-. 
ставляется возможность культурного взаимодействия 
Индии и Греции в следующий затем период. После 
похода Александра Македонского в Индию греко- 
бактрийское государство служило проводником этого 
взаимодействия. Войска царя Канишки бились за 
Марка Антония против Юлия Цезаря пол Акциумом 
инпийские посольства являлись в лворцах Августа’ 


В особенности Зевгоедег. Рупадотаз ци@ Фе авг: 
сора, 1884. 
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Чрояна; Юлиана. Сношения Индии с Заладом могли 
иметь влияние и на науку в Индии м на алексан- 
дрийскую научную школу. Спорным является вопрос 
с древности арифметической рукописи, найденной 
в 1881 г. в северо-западной Индии (Башшали) и 
относимой одними к началу нашей эры, другими 
к З-му или 4-му столетию после Р. Х. В рукописи 
помещено несколько задач типа задач „арифметики“ 
Диофанта, например залача-— найти число, которое 
и при сложении с 5, и при вычете из него 11, да- 
вало бы полный квапрат. От того или другого 
определения, с одной стороны превности этого ману- 
скрипта, с другой стороны времени жизни Диофанта, 
зависит решение вопроса, арифметика ли Диофанта, 
проникшая в Инцию, поспужила толчком к таким 
задачам или же Алексанлриеи Диофант был при- 
веден к своим замечательным исследованиям до- 
шецшими до него инаийскими задачами. К ‘этому 
последнему решению склонялся Ганкель з его впум- 
чивых исторических очерках *), вто время как Кантор, 
настаивая на самостоятельности развития арифме- 
`тических и алгебраических понятий от Евклида и 
Архимеда, неопифагорейнев и Диофантя, держится 
первого взгляла, 

Сомнительность вопросов, касающихся хронологии 
`как политической, так и культурной истории Индо- 
стана, отсутствие точных свепенийо ‘сношениях Индии 
‚с западом, оставляет нерешенными многие интерес- 
ные вопросы, касающиеся математики в Индии до 
8-го столетия после Р. Х. Бёльшие сведения имеем 
мы о позднейшем пермоле. До нас пошли сочине- 
ния трех математиков—астрономов Инлии: Ариаб- 
хатта е од. 476 после Р. Х.) оставил сочинение Ариаб- 
хаттиам, которого третий отдел посвящен матема- 


*) НапКе|. Хиг дезсНеМе 4ег МаетлайК ип АНег{Аит ца 
мщевНег ера. 1874, $, 204. 
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тике*).Брамагупта ** 7 (род. 598) написал книгу „Усо- 
вершенствованная системы Брамы: „Вгёмта-— 
зрьшв—А9вагиа“, в котором две главы относятся 
к математике; ни наконец ученому 12-го столетия 
Бхаскар-Ачарии (род. 1114) принадлежит сочинение 
„Венец системы“, УаФНасйаптогпап|, лве главы ‘ко- 
торого, весьма важные для истории математики, 
носят заглавия Лилавати (прекрасная) и Вияганита 
{исчисление корней). Одну из особенностей индий- 
<них математических сочинений составляет их стиль, 
резко отличающийся от строгого стиля Евклида или 
Архимеда, Лилавати— Бхаскары начинается словами: 
„Радость и счастие в этом мире ожидает тех, кто 
воспримет „Прекрасную“; члены ее украшены чуд- 
ным отношением зещей, их разнообразием и’ деле“ 
нием; точны и полны ее решений и изящен ее 
язык", Такому поэтическому отношению к науке 
соответствует и поэтическая форма, в ноторой изла- 
тались зацачи. Приведем два примера: „Корень 
квадратный из половины пчелиного роя вылетел 
из куста жасмина, восемь певятых всего роя оста- 
пось в улье; самка летает около самца, привлечен- 
ного ночным благоуханием ивета лотоса. Спраши- 
вается, сколь пчел в рое“? или”„среди сражения 
яростный Арыюна схватил стрепы, чтобы убить Карну. 
Половина стрел пошла на собственную защиту, 
учетверенный квапратный корень попало в лошадей, 
6 <трел попало в возницу, три расшепилм солнеч- 
ный зонт и знамя и наконен послелняя—последняя 
пронзила голову Карны. Спрашивается, сколько 
стрел было у Арьюны?" Наконец еще один пример, 


2} Французский перевод слелан ВодеЁ и помещен в Лошглай 
Взеайаие за 1879 Запе 7, Ё ХИ. 

**) Математические главы Брамагупты н Бхаскары--Агарии 
переведены и изланы на английском языке Колебруком: 
дерта ма Агинитебс ап4 тепзигаКов топ? {пе Запзсий о! 
Вгапгаедир ап ВКазовга. Гопаоп, 1817 
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напоминающий современную тенденцию  пользо- 
ваться. математикою для проведения здравых со- 
циальных понятий и знаний в политической экономии: 
„Еспи шестнадцатилетняя рабыня стоила 32 нишки, 
<колько стоит двадцатилетняя”. 

Этому поэтическому стилю так резко отличаю- 
щемуся от строго-логического, непопускающего ни- 
каких отступлений и внешних прикрас, стиля гре- 
ческих классиков .^) соответствует и иное отношение 
к точности и определенности основных математи- 
ческих понятий. Мы говорипи выше, что греческие 
ученые, желая достигнуть наивозможно большей 
строгости и избегнуть всех возможных возражений 
со сторены софистов резко отделяли учение о 
числах ‘от учения, о величинах. Так Евклин ‘дал в 
Х книге „Начал" геометрическую форму теоремам 
учения об иррациональностях 2-ой степени или при- 
водящихся к ним; так Диофант прилагал свои „Олре- 
деления” т.е. правила алгебраических операций 
исключительно к рациональным числам. Напротив 
индуссвие математики оперировали одинаково над 
рациональными числами и иррациональностями и 
знали книг что 

Иру ют ет УЗ 5, 

ны, они уже пролагали путь к тому обоб- 
щению понятия о числе, которое составляет 
дарактеристическую черту новейшей математики. 
в другом вопросе они пошли также гораздо 
дальше Диофанта. В то. время как Диофант? отбра- 
сывал все те решения своих запач, которые выра- 
жаются отрицательными числами, и дает вместо пра- 
вила действия над отрицательными числами правило 
действия над разностями, индусские математики ин- 
терпретируют отрицательные числа, противополагая 
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) Резное исключение составляют задачн в сгихах „грече- 
ской, антологии“, 
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Золе (Мпа) имуществу (ЧПепа). Уже у Ариабхатты 
мы находим завачу о курьерах и индусским мате- 
матикам не чужда идея интерпретации положитель- 
ных и отрицательных чисел движениями в двух 
противоположных направлениях, 

Индусские математики пошли несколько дальше 
Диофанта и в решении уравнений. Хотя иу Пиофанта 
мы имеем задачи, сводящиеся к уравнениям третьей 
степени, у Бхаскары Ачарии мы находим новые и 
весьма остроумные приемы решения уравнений 
высших степеней. Так уравнение 

ж — 2 (х? -|- 200.х) == 9999 он решает при- 

Завляя к обеим частям 4% -- 400х-|- 1. 
Из получающегося таким образом уравнения. 
(2 1-1): =. @х--100)* легко получается х . 
Давши это решение, инлусский математик приба- 
вляет: „тут нужна была догапливость". Но еше 
важнее успехи индусов в теории целых чисел, 
Именно инлусские математики первые стали искать 
целые решения неопределенных уравнений, в то. 
время как ‘решения, данные Диофантом, выра- 
жаются рациональными числами. Причина этого 
коренного различия легко объяснима; все три вы- 
дающиеся индийские математика были в то же время 
астрономами и даже прежде всего астрономами; 
математические главы занимают сравнительно не- 
болыное место в их астрономических сочинениях, 
в которых напротив большое внимание удёлено 
вопрохам хронологии, календаря и важному для 
астрологических целей вопросу о периодах совпа- 
дения одинаковых относительных положений Солниа, 
Луны и планет. Во всех этих вопросах необходимо 
разысканне целых чисел. Из Инлии несомненно ве- 
дет свое начало учение о Пасхалии, которое имело, 
такое большое значение и которое сводится к ре- 
шению задачи о нахождении целого числа, которое 
при делении на данные числа дало панные остатки. 
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Гаусс в своих О!зашеНопез и Лобачевский в своей 
алгебре остановились на этом вопросе. 

У индусских математиков мы нахолим поэтому 
впервые методъ решения уравнения ах-|- Бу-=с в 
целых числах, основаный на сведении его к урав- 
нению < меньшими коеффициентами. Метоп этот, 
который в Европе был повипимому самостоятельно 
найден в 1624 г. французским математиком Баше 
де Мезириаком, носил у инцийшев название метода 
распыления, очевилно потому, что решение уравне- 
ния сводится на решение уравнений с уменьцаю- 
шимися коеффициентами ло тех пор, пока не яо- 
лучается уравнение с коеффициентом при одной 
из неизвестных, равными Т. Индийские математики 
< успехом занимались также решением неопреде- 
ленных уравнений вида ах?-|-5 = су? и ху 
=ах--Бу--с. Для решения уравнений перв.го 
зипа ими изобретена была особая метода, носящая 
мазвание круговой или циклической, которая сво- 
пила решение уравнения ‘ах? --Ь == су? к реше- 
нию уравнения того же вида, но с меньшими коеф- 
фициентами. Подстановки;. которые при этом де- 
лаются, показывают знакомство с основаниями той 
теории, которая. носит теперь название теории квад- 
ратичных вычетов; но доказательства теорем отсут- 
ствуют, Только Лагранж .в своей первой работе по 
теории чисел дал вполне строгую теорию решения 
как уравнения ах? -- Ь == су? так и особенно важ- 
наго уравнения ах? -{- 1 == уз, решение которого имеет 
значение и для решения более общего уравнения. 

Нельзя не пожалеть, что нацьи сведения об исто- 
рии математических знаний в Индии очень скудны. 

Может быть нам остаются неизвестными многие 
достижения талантливой расы, о любви которой к 
числам и задачам мы имеем яркие доказательства 
и свидетельства. „Как Солине своим блеском затем- 
няет звезды, так мудрец превзойцет всех, если он 
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в народном собрании пралиежит задачи и искусно 
решит их”, говорит один внаийский писатель 7-го 
столетия. 

Работы математиков Мндин «делались известны 
математикам Европы только в конце первой чет- 
верти Х/Х столетия, когда они могли после работ 
Лагранжа и Гаусса представить только историче- 
ский интерес. Спорным,! как мы говорили, является 
вопрос © взаимодействии индийской и греческой 
математики. Не подлежит напротив никакому со- 
мнению, что индийская литература, иипийская архи- 
тектура, индийская наука имели громадное влияние 
на арабов, —кочевой народ, который в7 и веках 
выступил на арену истории и сыграл большую 
роль в истории цивилизации, К арабам и к их роли 
э нсторин чисел мы теперь н переходим. Она н 
зеключалась между прачим в ®интезе индийской н 
греческой математики, 


№. 
От Диофанта во Фермата. 


Межшу началом У-го столетия, когда Гипатия ком- 
ментировала в Алексанприн Диофанта и нача- 
лом Х\/П-го столетия, когда французский юрист я ге" 
ниальный математик Фермат писал в Тулузе, на поз 
лях издания Диофанта, свом знаменитые „ОБзегуа- 
Зопез“ и посылал математинам Англии и Бельгни 
пля доказательства теоремы арифметики, прошло 
двенаднать столетий и за всё эти Двенадцать сто- 
летий область матёматики, связанная с именами 
Диофанта и Фермата, не спелала почти никаких 
прямых успехов. Но пля математики в ей целом 
только первые четыре столетия после разгрома 
научных центров греческой мысли Аленсандрии и 
Афин являются периодом полного застоя. Начало 
восьмого ‘столетия составляет эпоху в истории мате- 
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матики. Мреемник фанатика магомвтанина Омара, 
довершившего в 640г. после вяятия Алексанприи вело 
уничтожения бесценных творений греческого гения, 
начатое фанатиками—христианскими монахами, ка- 
лиф Альманзор (734—775} переносит свою столицу 
в Багдан и Междуречье Тигра и Евфрата стано- 
вится снова как за 20 веков перед тем центром 
вультуры. При нем и его просвещенных преемни- 
ках хапифах Гарун-Аррашиле (786—809) и Альма- 
муне (813--833} в Багдаце и Басре идег интенсив- 
ная работа по собиранию греческих сочинений и 
их переводу на арабский язык. Позже на другом 
конце территории подпавшей пол арабское поли. 
тическое влияние в Испанской Кордове халифы 
Абл-Аррахман и Аль-Гакам собирают библиотеку 
в 609.000 томов, каталог которой‘ в 44 тома облег- 
чал пользование книгами. У западных арабов также 
как и у восточных шла работа переводов и усвое- 
ния греческих классиков. Главою математической 
запално-арабской школы повидимёму является Аль- 
мапшрити, автор полуматематического, полумисти- 
ческого сочинения „О целе мупрости“. 

Арабские ученые Багдала и Корловы не огранн- 
чились изучением и перевонами греческих книг, 
Во, многих областях знания как и в метафизике они 
пошли самостоятельным путем (как интересная фи- 
лософская шнола „Мутаналлимун“, утвержлавиая, 
что время состоит из атомов) и пошли пальше 
своих учителей. В особенности развитие науки © 
решении опрепеленных уравнений, которая и теперь 
носит арабское имя, многим обязана талантливому, 
но слишком короткое время послужившему чело- 
веческой цивилизации народу. „РЙ дефг м’а! тиКа- 
Ба}а“--таково заглавие сочинения написанного по 
приказинию халифа Альмамуна в 820 г. Мохаммедом 
бен: Муза а! НоуатежтЕ (г.-е. родом из Ховарезма — 
савременной Хивы). Оба выражения которыми Мо- 


и 


хаммед обозначает свое искусство решать задачр, 
относятся к двум простейшим операциям нац ура- 
внениями: „ельгебр“(от слова даЪаг-—восстановлять,*) 
тезаигаге) означает „дополнение отрицания т-е. 
перенос отрицательного члена уравнения в другую 
часть; ‚аль мукабала“ (сравнение, орроз#о} обозна- 
чает ‘соединение подобных членов обемх частей 
друг с другом. 

Из ‘уравнения х? -|- 7х — 1 == Т0х а| дебг произво- 
дит х? -- 7х =10х--1, а из последнего а} тика 
Баа делает х? == Зх-{- 1. ‘ 

Подобно термину алгебра и пругой математиче- 
ский термин алгориф.и находит. свое объяснение в 
ззвише Мохаммеда Альховарезми. Латинский пез 
ревод его сочинения об искусстве счета начинался 
непонятными словами: „О: Вщогти“, и поэтому 
саме искусство счета стали называть алгорифмом, 
лиш же; употреблявших арабские методы—алгориф- 
миками. Название Ащойти$ или `Войзтез но- 
сили многие сочинения по арифметике и ‘алгебре 
ХЕ--Х\ столетия (Лог4апиз Метоганиз, ЗасгоБозо. 
Реитрасй (1423—1461). 

Уже в ХИ! столетии стали попыскивать самые 
разнообразные объяснения этого ‘таинетвенного 
слова, то составляя его из греческих слов, то вы» 
думывая. мифические личности короля Альгора или 
философа. Альгуса. Только в 1857 г. открытая-в 
библиотеке Кембрилжского Университета рукопись: 
доказала неоспоримо, что АвойНут! есть испорчен- 
ное „Альховарезми“. 

Сочинения Мохаммеда, имеющие весьма большое 
значение для истории алгебры (отметим, например 
что наравне с операциями сложения, вычитания 
умножения и деления фигурируют как отдельные 


.`_ 8) Отсюда в Испения адены» означало хирурга (оп: 
Сивее Рани 1. Х. \) 
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операции улвоение и деление на два.--Рассматри- 
.вание этих двух операций, как самостоятельных, 
(удержалось и взападной Европе до Х\ столетия), 
прелставляют мало интересного пля учения © числе, 
Отметим только проверку правильности счета по- 
срелством числа 9 *). 

Мухаммен Альховаризми открывает собою ряд 
замечательных арабских ученых, переводчиков и 
самостоятельных исслепователей. Их переволы и ис- 
следования оказали впоследствии громадное влияние 
на развитие математической науки в западной 
Европе. Из них выпеляются прежле всего Табит-— 
Ибн—Курра (826-901), перевопчия Евклида, Архи- 
мела, Аполлония и Аб’уль Вафа, переводчик Дио- 
фанта. В сочинение Табита впервые появляется фо?- 
мула пля составления дружественных чисел. Выше 
упомянутый математик и мистик Альмапирити со- 
ветовал употреблять бумажки с чиснами 220 и 284 
пля привораживания любимой особы; одну должен 
проглотить привораживающий, ‘пругую — стропти- 
вая. Талисманами служили и. магические квадраты 
и поэтому составление их было одною из любимых 
тем арабской математики. К магическому квапрату 
Феона ‘из чисел до 9 они добавили квапраты из 
чисел по 16, 25, 35 и занимались составлением ква- 
пратов из чисел до 49, 64 и 81. 

Изучались, комментировались и развивались лалее 
и исслепования Диофанта. До нас, к сожалению, не 
дошелъ Комментарий Аблуль Вафы, который, судя 
по его работам в геометрии и в тригонометрии, 
как плоской, такъ и сферической, прелставлял 
большой интересь. К концу 10-го столетия от- 
носится также анонимная рукопись о рациональ- 
ных прямоугольных треугольниках, в которой встре- 


=) Алгебра Мохаммеда излана вместе с английским пере- 
вором Розеном--д Лоциене в 1831 т. 
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чается также Задача © нахожнении трех квадратов, 
составляющих арифметическую протрессию. О-ма- 
тематике Альходжаиди, живщем также в конце 
10-го столетия и подобно Абдуль Вафе павшем до- 
назательство одной из важнейших теорем сфери- 
ческой тригонометрии (пропорциональность синусов 
углов и сторон треугольников} известно, что он 
пытался доказать теорему, что сумма двух кубов не 
может быть кубом (простейший частный случай 
знаменитой последней теоремы Фермата). Известный 
врач и натуралист Бп Зепа (Авиценна) пал теоремы, 
относящиеся к теории квадратичных и кубичных 
вычетов. В начале Х] столетия два арабских мате- 
матика Альнасави и Алькарчи занимались арифме: 
тикою-—один под влиянием ‚индийской математики, 
другой — придерживаясь преимущественно грёче- 
ских классиков. Особенный интерес представляет 
трактат по алгебре, написанный Илькарчи и Но- 
сящий заглавие Альфахри. Альфахри состоит из 
лвух отцелов; опин заключает в себе учение об 
алгебраических вычислениях и решение определен- 
ных и неопределенных уравнений; второй прен- 
ставляет собрание задач. В обоих отделах Алькарчи 
следует во многом по спепам Диофанта, часто 
упоминая его имя, но мы нахопиму него и некоторые 
новые результаты, не встречающиеся з греческих 
сочинениях, например, формулы аля суммы кубов 
и четвертых степеней натуральных чисел (формула 
пля суммы квадратов была употреблена Архимедом 
аля квапратуры спирали, носящей его имя), Аль- 
карчи усовершенс?вовал символизм Дисфанта, вводя 
различные знави дря различных неизвестных, дал 
более полные правила для действий над выраже- 
ниями, в которые входит неизвестная. и рассматривал 
новые типы. неопределенных уравнений, не встре- 
зающиеся у Пюфанта; Например. он решает уравне- 
хЗ--ах?, 2%=гх1--Бх?, полагая узлтгйх, 2=пх, 


получая хя=т?— а ==м?—Ё, гие и" и м? суть произ- 
вольные квадратные чиста, отличающыеся друг от 
пруга на число Ь-—а, `Об значении Алькарчи в 
мстории развития понятий о числе мы скажем 
лальше. 

Последним видным арабским алгебраиком и ариф- 
метиком был Омар `Алхаями, живший во второй 
половине Х! столетия (+ 1123 *) и пользовавшийся 
славою ученого и поэта. В его алгебре мы находим 
начало систематического изучения кубических ура- 
внений и вычисление коеффициентов степени бинома 
< приложением кв извлечению козней не только 
второй и третьей, но и высших степеней. 

Средина Х! столетия была эпохою блестящего 
расцвета арабской нультуры, но вместе с тем и 
началом ее упадка. В 1050 г. Баглал, который, 
вместе с своею пристанью Аль-Басрою в течение 
трех столетий был преемником Александрии, ипен- 
тром научной мысли, перешел из власти арабских 
халифов под’ власть. соплеменников наших кирги- 
зов--турок из рода Сельджуна. Этот переход был 
первым ударом нанесенным арабской культуре, но 
тем не _менее к концу Х! столетия, к началу Кре- 
стовых похопов, арабы были несомненно наиболее 
просвешенным наролом, далеко превосходя в.этом 
отношнии своих христианских врагов. Еше по 
начала Крестовых похолов арабское влияние про- 
никло на Запад. Оно несомненно отразилось и 
на математических сочинениях Герберта (Папы 
Сильвестра П + 1003) **}, который по сповам одного 
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*) Адгабра Омара Алхалмыи переведена на французский 
язык н издана в 1851 известным исследователем арабской 
математики, Велке, 

**) Труды Герберта были пренметом обстоятельного из- 
учения проф, Киевского Университета Бубнова. 

См, ‘также Мко- ВиБлозу. Чегрег “Орега тлаНетавса 
ВегИл 1899, . 
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из его биографов „рапи приобретения мудрости“ 
жил в Кордове, хотя Герберт и является главой 
щколы абацистов, употреблявших доску с колоннами 
{абвкус) в то время как алгорифмики вводили си- 
стему положения © употреблением нуля. С арабского 
языка в первый раз был переведен Евклид на ла- 
тинский английским монахом ИАтельгартом Батким 
около 1120 г. 

- Крестовые походы имели громапное влияние на 
обе столкнувшиясе и в течение более двух сто- 
летий боровшиеся стороны. 

Они ослабили арабский народ и попчинили его 
более воинственным племенам, туркам и монголам. 
С другой стороны они усилили арабское ‘влияние 
на христианский Запад. „Не только хлопок и сахар 
Палестины, перец и черное дерево Египта, самонвет- 
ные камни и пряности Индии ищет и ценит он у своего 
иноверного соседа. Он начинает разбираться в том 
культурном наследстве велиного античного Востока, 
ноторсго хранителем.н передатчиком стал сарацин. 
Открывающийся мир ме мог не сслепить своими 
красками, не подчинить своему обаянию мысль, 
пробужденную необычайными потрясениями... и все 
шире становится в западном обществе спрос на 
арабские географические карты, учебники алгебры 
и астрономии, глубже понимание красоты араб- 
ского зодчества, ‘очарования арабской сказки и 
смысла „арабского Аристотеля“ *} 

Одною из интереснейших личностей эпохи кре- 
<товых походов, предвестницы эпохи Возрождения, 
был несомненно император Фридрих | Гогенштау- 
фен, (+ 1250 г.) ученик сичилийских арабов, по- 
влонник арабской культуры, вольнолумец, которому 


8) Эта цитата ззята нами из интересной книги проф, О. А, 
Добнаш-Рождественской: „Эпоха крестовых походов“. Петро- 
зрад 1918. 
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приписывалось сочинение „О трех обманщиках“ 
(Моисее, Христе и Магомете). При его пворие в 
Пизе жил и работал величайший из европейских 
математиков средних веков, Леонардо Пизанский или 
Леонардо Фибоначчи, сын Боначчи, пизанского 
купца, торговавшего в одной из факторий, основан- 
ных итальянцами на северном побережье Африки, 
сам много путешествовавший. Но его жизнь нам 
мало известна: неизвестен и год его рождения и 
тод его’ жизни. Мориц Кантор, называя его бле- 
стяшим метеором, промелькнувшим на темном фбне 
запавно-европейского средневековья, высказывает 
предположение, что он погиб ипи во время \У-го 
Крестового похода, начавшегося в 1228 г. сопро- 
зождая Фридриха || или во время гражданской 
войны между Гвельфами и Гибеллинами, к партии 
которых он принадлежал подобно автору Гута 
Сопипефа Данте (1265-1321), трактат которого 
„Ое МопагсШа“ является оправнанием Гибеллинизма. 
Важнейшие сочинения Леонардо дошедшие до нас: 
НЬег АБас, МЬег дуагаюгиг, Ргасёса деотеае 
у Роз. Для теории чисел особенный интерес пред- 
ставяяют два первые сочинения, МЬег аБась вы- 
щедщий при жизни Леонардо в двух изданиях в 
1202 и 1228 г. разпеляется на 15 отделов, которые 
последовательно трактуют: о новых знаках индусов 
и как с их помощью изображать числа (1), в 
умножении, сложении, вычитании и делении чисей 
(отделы 2-— 5} ‘об умножении, сложении, вы- 
читании и делении чисел с пробями (6—7), о на- 
хождении цен товаров и об их обмене, правиле 
товарищества и о правиле есКа{ауп (двойное лок- 
ное положение (8—13), © нахожденни квадратных и 
кубичных корней (14), и, наконец, о правилах, от- 
носяшихся к геометрии и о задачах алгебры и ал; 
мукабалы (15). Для нашей цели особенный интерес 
представляет 12-й отдел, посвященный „многим 
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разнообразным (точнее блужпающим — етайсиз) 
залачам. Этот отдел занимает почти третью Часть 
сочинения и повидимому ему Леонардо придавая 
паибольшее значение и в нем проявил наибольшую 
оригинальность. В этом отделе мы находим задачи, 
<водящиеся к спожению членов арифметической про- 
грессни и формулу пля суммы квадратов последова- 
тельных натуральных чисел. Из числа задач три за- 
дачи представляют интерес по разным причинам. 
Одна из них приводится к неопределенному уравне- 
ннюи Леонардо решил ее остроумным приемом. 5 лиц 
А, В, С, В, Е хотели купить корабль сообща. Каждый 
может это слелать если четыре пругие лица лалут 
ему часть своего состояния, а именно для этого А 
в Мс р, 

должен полуанть 15 450’ 957 “ 450 на- 
конец. Е... : состояния четырех остальных. 
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Вторая интересна в историческом отношении н 
носит имя задачи о семи старухах. Старухи идут в. 
Рим, каждая имеет '’ мулов, каждый мул невет 
7 мешков, в каждом мешке лежит 7 хлебов; у 
каждого хлеба лежит 7 ножей, каждый нож на- 
режет 7 локтей. Какого общее число всего лере- 
именованного? Не только задача, но и способ реше- 
ния тОждественны с задачею, встречаюшеюся в папи- 
русе Ринда (см. гл. 1). Через три тысячи лет после 
египетских школьников предлагалась эта задача в 
Итальянской школе. Наконец, третья залача--за- 
дача о кроликак,-—приводит к замечательному ряду 
целых чисел и ве решение есть первый пример 
интегрирования уравнения в конечных. разностях. 

В запаче кроликов требуется определить, сколько 
нар кроликов ропится по истечении опного года от 
опной пары. Предполагается, что каждая пара 
кроликов ежемесячно рождает новую пару, которая 
начиная со второго месяца уже способна к дето- 
рождению (ни один кролик не умирает). Через мёсяц 
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бупет уже две пары, через цва— прибавилась третья 
от первой, и к конну второго месяца имеется 3 пары, 
к нонцу третьего месяца--прибавятся уже лве пары 
(от первой и второй) и будет уже 5 пар, к концу 
четвертого 8, к концу пятого 11... Числа образуются 
по закону Чл: ==: Ци -[- Ча-л и ряд, полученый Фи- 
боначчи, есть первый возвратный ряд, нстречаю- 
щийся в математическом сочинении. Ряд Фибоначчи 
есть частный случай ряда целых чисел, получаю- 
щегося при решении уравнении вида Ч, л=-аь | 
--Би,-: при а и Б целых, и. подобно общему. ряду 
имеёт замечательные свойства, на. которых мы 
будем иметь случай остановиться. Он встречается 
также при решении вопроса об определении нан- 
большего числа делений, которое может понадо- 
биться при нахождении общего наибольшего цели- 
теля по алгорифму Евклила; этим вопросом интере- 
сбвались Ламе и Бине. 

Сочинения: Мег доа4гаогии и Рюз обязаны 
своим появлением ученому ‘турниру при дворе 
Фридриха И. Мрияворные философы императора 
магистр .Моанн из Палермо и магистр Феодор пред- 
ложили Леонардо ряд задач, в том числе две отно- 
`сящиеся к типу задач. Диофанта. Одна из них, 
встречающаяся у арабских математиков, требует 
найти три квадрата, составляющие арифметическую 
прогрессию, при чем разность прогрессии, наперед, 
задана. При решении, Леснарло исходит от теоремы, 
по которой кажное квадратное число есть сумма 
поспеновательных нечетных чисел и из. остроумно 
выведенных им формул пля суммировании' четных 
и нечетных квапратов, В другой задаче требуется 
найти три числа х, у, т так, чтоб суммы х-'-у 2-х, 
2-:-22 были бы квапраты ра- 


*) Желающих. ближе познакомится с работамн Леонардо 
Фибоначчи отсылаем к сочинению Вопсотрадне погпо 
ад агипе Ореге 4! Геопаг4а Ризало. Вота 1854. 
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циональных чисел. Каки у Диофанта, решения, 'на- 
хопимые Леонардо--суть рациональные Числа. 

Сочинения ученого пизанского купца были на- 
столько выше уровня математических знаний даже 
ученых того времени, что их влияние на матема- 
тическую литературу становится заметным только 
нерез, ива столетия после его смерти в конце 
ХУ века, когда многие из его теорем и задач вво- 
дятся пругом Леонардо Винчи, профессором многих 
итальянских университетов, Лукою Пачиуолн в его 
сочинениях и. в начале ХУ] века, когда группа та- 
ялантливых итальянских математиков: Сииган дел 
Ферро, Иероним Карлано, Тарталия, Феррари реше- 
нием кубического и биквадратного уравнения поло- 
жили начало высшей алгебры. 

Большою известностью пользовались сочинения 
<овременника Леонарло Фибоначчи, ломиканского 
монаха (по мнению Кантора--второго генерала доми- 
никанского ордена) Иордана Неморариуса (1: 1737). 
Рукописи его сочинений находятся и в Оксфордё, и 
в Венеции, ив Торне, и в Вене. Два из сочинений 
трактуют о вопросах. арифметики и теорий чисел. 
-Его „арифметика“ по содержанию своему напоми- 
нает сочинение Никомаха. Его „Ттасвииз .4е питег5 
Ча65“ подробно изучает пропорции и различные 
случаи решения квадратного уравнения. Хотя сочи- 
нения Леонардо и Морцана совпадают пб времени 
появления, в отношении ко многим вопросам они 
держатся различных мнений, М. Кантор считает, 
что если на сочинениях Леонарда отразилось пре- 
имущественно влияние Алькарчи, то Иордан, напро- 
тив, придерживался взглядов другого вывающегося 
арабского математика Х! столетия, Альнасави. 

Сочинения Леонардо и Иордана были первыми 
сочинениями, знакомившими Западную Европу с 
теориею. чисел. Леонардо внес притом в изложение 
большую оригинальность, свидетельствующую о его 
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крупном математическом таланте. Но в зечение более 
чем трех столетий можно отметить тольно три, четыре 
имени математиков, внесших новое в учение о це- 
лых числах. Упомянем из них прежде всего ученого 
ХИ столетия известного своим переводом Евклида--- 
Кампануса, который при доказательстве ирранио- 
нальности золотого сечения, употребляет методу „не- 
ограниченного спуска” (4езсеге тЯше), которую 
мы встретим позже в работах Фермата и Эйлера. 
В ХУ столетии Моганн Мюллер, известный пол 
именем Регисмонтануса (1436 — 1476), прослави- 
вшийся своею короткою, но интенсивною профес- 
сорскою и научною деятельностью в области астро- 
номии и геометрии и в особенности тригонометрии 
{его- прах похоронен в.Пантеоне Рима), интересо- 
вался и теориею целых чисел, Он первый открыл 
в Венеции в 1464 греческую рукопись Диофанта и 
в своей вступительной речи в Падуанском универ- 
ситете с увлечением говорил об этой нахопке, „в 
которой скрыт цвет всей арифметики, та атз ге! её 
сепзиз, которую называют арабским именем 
алгебры". В напечатанных уже в конце ХМ] сто- 
летия письмах Региомонтануса, сохранившихся в Ню- 
рембергской библиотеке, мы находим 10 залач, очень 
различных по своей трупности. Одни из них напо- 
минают. задачи Диофанта (например 4-ая: найти три 
числа, сумма которых равна 116, сумма нвапратов 
равна 4624) и -=-10: найти четыре квадрата, сумма 
которых была бы равна квадрату *), пругие——иссле- 
дования. Пеонарло ая задача: найти три квапрата, 
составляющие арифметическую прогрессию так 
чтобы меньшее из них было >> 20000; 8-ая: найти 
три числа, которых сумма равна 216 и квадраты 


) Решения 1 1-4 16 -- 100 = 421 и4 1-16 -- 49-100 = 169 
были даны тотчас же корреспенлентом Региемонтануса 
астрологом Яковом Спейерам. 
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которых составляют арифметическую — прогрес- 
сию). 

Региомонтанус представляет блестящее исключе- 
ние между учеными эпохи Возрождения: его ученая 
деятельность совершенно чужда того мистического 
направления, которое отличало большинство мыспи- 
телей этой эпохи, находившихся под сильным влия- 
нием возродившегося Неоплатонизма. Так Николай 
Кузанский (1401 — 1464), с которого некоторые 
историки философии (Фалькенберг) начинают исто- 
рию новой философии и которого взгляды на мате- 
матическую бесконечность во многом напоминают 
взгляды Лейбница *), возрождает философию не- 
оплатоников и неонифагорейцев своим обожествле- 
нием. единицы и доказательством того, что она вес- 
конечна. Чисповою мистикою увлекался, как мы упо- 
минали (см. гл. |), пругой немецкий математик Ми- 
хаил Стифель (1487—1567), которого Атенса 
{пеедта есть одно из наиболее замечательных со- 
чинений первой половины ХУ! столетия по алгебре, 
и Иероним Кардан (1501—1576), который издал в 
1539г. особое сочинениеРе питетогииа ргорпеаНБиз. 
Но главный интерес и того и другого был напра- 
влен на развитие алгебры--Агз тадпа, и поэтому 
теория чисел обязана им немногим. 

Но если эпоха Возрождения и вообще четыре 
столетия протекшие от смерти Леонардо Фибоначчи 
ло начала работ по теории чисел фермата (1230— 
1636) внесли непосредственно большой вклад в 
этот отдел математики, то они не прошли бесследно 
В Истории математики в ее общем, подготовив те 
грандиозные ее успехи, которыми ознаменовано 
столетие межу началом работ Декарта и Фермата 
и смертью Лейбница и Ньютона. Отметим прежде 
всего важные для теории чисел успехи логистики 


2} Газзми. "езсщеме 4ег Вюпизик Ва, 1. 274 5. 99. 
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или практической арифметики. Нотребноести жизни 
вызвали у сумерийцев и у египтян потребность в 
эмпирических правилах, облегчающих вычисления 
и измерения; этим начинается история математики, 
но и по настоящего времени задачи прикладной 
науки вызывают к жизни новые области матема- 
тической науки. Напомню П. Л. Чебышева и его 
исспелования в ‘области функций наименее укло- 
няющихся от нуля, обязанные своим началом за- 
паче практической механики. ХП[--ХМИ столетия были 
для Запапной Европы эпохою великих географиче- 
сних открытий и начала интенсивной торговли с 
Индиею и американским континентом. Развитие мо- 
реплавания побужлало к изучению практической 
астрономии и необхопимого для этой цели отдела 
математики — тригонометрии. Таблины тригономе- 
трических функций, заменившие птоломеевскую 
таблицу хорд, стали мало-по-малу от дробей, напи- 
<анных по системе со снованием 60 (градусы, минуты, 
секунды, почему самые дроби носили название 
пупибае) переходить к десятичным пробям. История 
тригонометрии *) и введения десятичных дробей 
прилает большое значение пеятельности венского 
профессора Пеурбаха и его талантливого ученика 
Региомонтануса, о котором мы только-что упоми- 
нали. Но в таблицах изланных последним в 1490 г. 
фигурируют только целые числа, так как радиус 
круга принимается равным 10$. Только в.сочинении 
Виеты: Сапоп татетайсиз (1-е издание в 1579, 
т.е. спустя почти столетие после издания таблиц 
Региомонтануса) написана первая десятичная дробь. 
Но строго научное сочинение Виеты было мало 
замечено, и распространение употребления десятич- 
ных` дробей есть заслуга бельгийского ученого Си- 


) Вгазолйы. Уоцезитдеп ВБег \е Сезсмеме 4ег Тнао- 
потече. 1900. 
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мона Стевина (1548--1620), известного в истории 
науки теоремою о параллелограмме сил. Не слу- 
чайно то обстоятельство, что наиболее крупный 
шаг в распространении десатичных дробей был сде- 
лан нидерландским математиком. Нидерландские го- 
рода: Бркиге, йа одной из площадей которого 
стоит памятник Стевина, Антверпен, Лейлен--и в ХУ 
и в ХУ столетии были центрами торговой цеятель- 
ности Западной Европы, и Стевин, сам купец и 
инженер, как показывает заглавие главы, посвя- 
щенной десятичным дробям в его книге; „Рё 
ГАгфтенаице“, появившейся въ 1585 (а 41те 
епзеюпапЁ ехрефшег раг погЬгез епНегз запз ‘гоп 
риз из сотр 5 зе тепсогйгапЕ аих аНайез 4е5 
Бонлтаез) имел в виду главным образом облегче- 
ще деловых разсчетов * 

Сложные вычисления ‘требуют не только упро- 
щения, которое постигалось употреблением деся- 
тичных дробей; они нуждаются также и в проверке 
правильности. Такая проверка можеть быть, как изве- 
<стно, постигнута рассмотрешем остатков от деления 
чисел на то или другое число. (Остаток от деления 
произведения на какое-нибудь число А должен или 
равняться произведению остатков от деления мно- 
жителей на А илн отличаться от этого произвеле- 
ния на кратное А). Уже у арабских математиков 
(Васы, п АЪаппа) мы встречаем проверку 
через остатки от деления на 9, 11, 8и7. Соответ- 
ственно этому даются правила для быстраго на- 
хождения этихъ остатков, которые вместе с тем 
вают признаки лелимости на эти числа. 

Общая теор этих признаков делимости дана 


=) В исторни дисятичных дробей не может быть опу- 
щено имя Непира. Введене запятой есть заслуга Непира. 
Ему посвящено его посмертное сочинене: „Рабдология 
или панчислене через запятыя. „изданное в Эдинбурге 
в 1617 г. 
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Паскалем (1623—1662) в статье; СагасЁёгез Че 1а 41- 
Уз ИЙе 4ез поттргез. Эти исследованы равно как 
и изучене обращения обыкновенных дробей въ 
десятичные подготовляли теорию степенных вы- 
четов, созданную Ферматом и теорию первообраз- 
ных корней, созданную Эйлером, так как основы- 
вались на нахождении остатков от деления после- 
ловательных степеней числа 10*). 

Параллельно с развитием практической арифме- 
тики, которое ставило и теории чисел важные задачи, 
шло развитие алгебры и теории уравнений; без 
того и другого не было-бы возможны те успехи, 
которые спелали теорию чисел в ХУ] м ХХ ст. 
одною из важнейших отраслей математики. История 
этого развития алгебры препставляет большой инте- 
рес, но она выходит за пределы, нами поставлен- 
ные. Поэтому я ограничусь только указанием вы- 
даюшихся личностей и важнейших сочинений, пе- 
риопа между Леонарло Фибоначчи. и Виетою. В 
ХИ столетии такою личностью является Николай 
Орезм (1323—1382), профессор в „СоШеде 4е Ма- 
уаме" в Париже, позже епископ. Его сочинения 
(в одном из них, Ттасбаиз де Тани таз Готпагит, 
мы находим илею графического представления 
измеряемых явлений природы), напечатанныя в 
коние Х\У века, оказали тогда большое влияние, 
но за тем были позабыть и только Курие в 1868 г. 
снова обратил внимание на Орезма, напечатавши 
вперзый раз его А!дозити$ ргорогНопит, в кото- 
ом мы встречаем уже дробные показатели сте- 
пеней. В первой половине ХУ столетия Николай 
Кузанский (1401—1464) сближает снова математику 


%) Вопрос о разложении обыкновенной проби в перно- 
дичесную десятичную дробь был предметом изучения ляже 
во второй половине ХУШ столетия (ГатБен, КоБензоп, |. 1. 
ВетпощН н рассматривается Эйлером в его Ялгебре (6 525-- 
539) н Гауссом в „РАЗанНопез“), 
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< философией, восстонавляя традиции ‘треческой 
философии и обрашает особенное внимание на 
вопросы, связанные с понятиями о непрерывности 
и бесконечности. Во второй половине ХУ столепя 
в Германии Региомонтанус и Видман, в Италии— 
друг Пеонарло да-Винчи, Лука Пачиуоло, (его 
сочинение Зипнта 4е Айтейса Чеотеа Рго- 
рогНоп: ей Ргорогйопаа, напечатанное в 1494 г. 
является энциклопедию математических знаний сво- 
его времени) и во Франции Цвоке, автор сочине- 
ния ТИрайу еп 1а З4епсе Ч4ез потиргез, в первый 
раз напечатанного только в 1880 г., но которое в 
научном отношении горазло выше сочинения Па- 
чиуоло--пролагали путь к тем успехам, которые 
алгебра спелала в Х\| столетии. Этими успехами 
алгебра обязана более всего итальянским ученым: 
Сиципиону Ферро, Карпану, Тарталья, Феррари. 
Им мы обязаны решением кубичесвого и биквалрат- 
ного уравнения. Выдающимися сочинениями этого 
времени является книга Михаила Стифеля: Ви йте- 
Яса И\едта (1544), Атзтаата (1545)—Кардана нм Ал- 
гебра Бомбелли, быстро выдержавщая два издания 
(1572 и 1519) г. и заключавшая въ себе свод всего, 
что было лостигнуто в Алгебре и в частности в 
решении кубических и биквапратных уравнений. 
Наконец в самом конце Х\Т столетия появились 
арифметика и алгебра Симон Стевина. О значении 
первой мы уже говорили. Алгебра носит название 
„"Ащебте ауес |ез едцабоп$ 4ез та ччапез“, 
т. е, заканчивается уравнениями четвертой степени, 
заключающими в себе пять членов. В 1591 г. поя- 
вилось первое алгебраическое сочинение Виеты 
(1540--1603). Виета, который первый стал обозна- 
чать символами не только неизвестныя величины, 
во и те, ноторые предполагаются известными, но 
остаются неопределенными, может считаться твор- 
чем буквенного исчисления и сравнительно . не 
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болыцие улучшения, которые связаны с именами 
Жирара, Гарриота, Декарта и пр. нужны были 
пля того, чтобы создать современный алгебраиче- 
ский символизм. 

Не менее важное значение пля теории чисел, 
чем развитие алгебраического символизма и теории 
решения уравнений имело развитие основного мате- 
матического понятия, понятия о числе, и на этом 
мы остановимся подробнее. В главе об инпусских 
математиках мы уже упоминали о том, что они в 
этом отношении резко отличаясь ' от математиков 
Греции, смело прилагали правила алгебраических 
действий, формулированные Диофантом, к иррацио- 
нальностям. Точно также поступает и Влькарчи 
з Альфахри; он показывает как иррациональности 
могут быть складываемы, вычитаемы и перемно- 
наемь; мы находим у него, например, равенство, 
которое в современном обозначении напинаетая: 


- 3 Бри 
Ум -У2 =Уьв. 

В Западной Европе в ХИ! столетии Иорданус Не- 
морариус в своей вышеупомянутой Арифметике ив 
Тгасваиз 4е питей5 4аНз систематически употреб- 
ляет общие буквы вместо определенных чисел, что 
мы не встречаем ни у Аристотеля, ни у Паппуса и 
Диофанта, ни у Арабов. При этом буквы обозна- 
чают одинаково и рациональные числа и иррацио- 
нальности. Иордан и математик конца ХИ! столетия, 
переводчик Евклила, Кампанус, начинают впервые 
интересоваться вопросом об углё смежности (угол 
между касательною и иво, который был пред- 
метом оживленных споров схоластиков и матема- 
тиков ХМ-ХМИ столетия. Этот спор был в сущ- 
ности с одной стороны математическим отражением 
тех оживленных споров, которые велись в схопа- 
стической философии около понятий о безконечном 
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континууме, главным образом по вопросу © том, 
составлем-ли контитуум из бесконечного множества 
неделимых точек или тольхо сопержит в себе бес- 
конечное множество таковых (ас зе ройепНа). 
К этим и подобным спорам схоластической фило- 
софии Лейбниц применял неоднократно выражение 
„ацгигт 1а{ете шп зегсоге“. И действительно, из кучи 
мусора, которая представляет из себя схоластиче- 
ская философия по вопросу об абсолютном и от- 
носительном движении, Пюгем сумел извлечь 
драгоценный исторический материал. Философия 
математики может сделать то же самое по отноше- 
нию к спорам схоластиков о бесконечном и контину- 
уме. Начало этому положено Лассвицем в его пре- 
красной „Истории атомистики“. Повидимому наи- 
более ценными сочинениями схоластической фило- 
софии является сочинение Томаса Брадварлина, 
{1290 1394), которому был присвоен титул Бофот 
ргоглп4из ‘подобно тому как Фома Аквинатский 
носил имя: Рог илуетза!з её апдеНсиз): Тгаса- 
143 Че аопёпио и сочинение Николая 'Кузанского 
(1401—1464); Ре Вегуйо. 

С другой стороны спор об углё смежности, по 
существу спор о бесконечно малых величинах раз- 
личных порядков, является прообразом тех споров, 
которые во времени открытия анализа бесконечно 
малых велись по вопросу об его основаниях. Этот 
спор невомненно способствовал позже углублению 
и расширению понятий о числе. 

Но гипнотизирующее влияние 7 положения Х-ой 
книги начал Евклица: (несоизмеримые ‘отрезки 
суть те, которых отношение не может быть выра- 
жено числом) проявлялось еще и в течение Х\/1 сто- 
летия. Один из знаменитейших алгебранетов Х\! века, 
Тарталья, настаивает в своем „@епега| ТгаНа о“ на 
необходимости различать паже словами умножение 
чисел и величин: в одном случае члерует говорить 
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Франциск Виета (1540—1603), 


ирисаге, во втором Чисеге. Виета в 155} г, 
рассматривает науку чисел и науку величин, как 
две параллельныя, но различныя науки. 


2) МоцуетепЕ аБзо!ы еЁ гейайг. Рачз 1895. 
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Громаднае значение пля учения с числе имело 
введение вычислений с помощью лесятичных дро- 
бей, о практическом значении которого мы гово- 


2 
фрили выше. Если и 5 и у: 2 опинаково могут быть 


выражены бесконечною десятичною дробыо, то ие 
должно-ли понятие о числе быть настолько общим, 
чтобы заключать в себе всякую десятичную лробь, 
получающуюся при процессе измерения величины 
с помощью другой, принятой за единицу. Так соз- 
павалось то обшее понятие о числе, на котором 
уже основывается Декарт в 1637 г.в своей деотее 
и которое было формулировано Ньютоном в его 
Антебса Ипуегзайз (1707): Чнело есть отвлечен- 
нос отношение пекоторой величины к друпюй. 

В ряду препщественников Декарта и Ньютона 
на этом пути нельзя не отметить Непира. В его 
уже упомянутом сочинении: „Ое аЧе юдса“, 
Непир рассматривает и определяет числа двух 
ропов: потей стеб, которые суть или пиеди 
или БасН, и питем сопсгей зец деотей& 440$ 
ута#опа!е$ ацё зи740$ уосап. От этого применения 
одного и того-же термина для лвух понятий столь 
резко различавшихся в греческой математике и 
под ее влиянием м в сочинениях ученых ХУ века 
очевидно оставалось сделать золько олин шаг 
до „числа“ Ныотона и о идеи единства мате- 
матики, составляющей основную идею геометрии 
Декарта. 

Но те пругие обобщения понятия о числе, без 
которых была-бы невозможна современная теория 
чисел (ввеление отрицательных и комплексных чи- 
сел) развивапись значительно медлепнее. 

Отрицательные решения уравнений отбрасыва- 
лись принципиально даже Виетою и только Аль- 


=} См. такие СнизБап \МоН Бепега тафезео5. 
р 


берт Жирар (1590---1632), установляя теорему, что 
уравнение имеет столько корней, сколько единиц 
в показателе степени и выражая коеффипиенты 
уравнения симметрическими функциями корней, 
тем самым приравнивал отрицательные корни поло- 
жительным, Геометрия Декарта (1637 г.) показала 
громапное значение отрицательных чисел в важ- 
нейшей отрасли математического естествознания. 

Те-же самые теоремы Жирара заставляли’ при- 
давать значение и мнимым корням уравнений. Но 
Декарт еще писал, что „нет величин, которые-бы 
соответствовали им“ (Оеиутез Че КПезсацез, 01. 
Соцят, у. 5, Рай5 1824 р. 398} и Лейбниц хотя уже 
лризнавал пользу употребления мнимых величин, 
видел в них в то-же время чудо анализа, нечто 
срепне между бытием и небытием {апа\узеоз 
гляасшит, МеаЙз тоцп@ гпопзбшт, репе Ниег 
еп; .еЁ поп епз атрН шт, диод тает: ипад- 
тайат арреШатиз" (1ефпй2 \МеКе ‹0]. @егфагей. 
Вд М. р. 357). 

Таково было состояние тех областей математики, 
которые ближе всего соприкасаются с теориею чи- 
<ел в конше ХУ|[ века, когпа издания Диофанта 
пробудили интерес к исследованиям великого грече- 
ского арифметика. 

В главе о Лиофанте мы уже упомянули, что пер- 
вое издание его’ арифметики появилось на патин- 
ском языке в Базеле в 1575 г.; благоваря как этому 
изланию, так и его переработке ва франиузском 
языке, изланному Стевином, математини конца 
Х\М столетия получали возможность ознакомления 
с Диофантом. Этому способствовало также тша- 
тельное издание греческого текста, снабженное 
многочисленными примечаниями французского уче- 
ного Баше де Мезирмака, появившееся в 1621 г. 
Под влиянием этих изпаний пробуждается интерес 
х проблемам Диофанта, 
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В 1591 г. Виета издает сочинение пол заглавием: 
Хеецсоп МЬн 5". *) Сочинение представляет собою 
собрание задач постепенно увеличивающейся трул- 
ности. 1-ая задача 1-ой книги требует найти ива 
числа по панной сумме и разности; первые четыре 
книги посвящены преимущественно определенным 
уравнениям. Но последняя вяйшя книга заключает 
уже в себе 14 залач или непосредственно заимство. 
ванных у Диофанта или составленных по образцу 
его задач, 

Решения, данные Виетою, были подробно изу- 
чены Ферматом и во многих местах его переписки 
и его „Замечаний“ мы находим критику как реше- 
ний Виеты, так и примечаний Баше. 

В. 1612 г. Баше издал в первый раз свое при- 
обретшее большую популярность <очинение: „Рго- 
Ыетез р1а?затв$ © аемецаМез аш зе Гоп раг \е5 
потЬтез". Второе издание той-же нниги 1624 г. 
содержит решение уравнения ах —Бу=:1 в целых 
числах **). 

Эйлер и Лагранж приписывают Баще теорему о 
том, что всякое число может быть разложено на 
сумму четырех квадратов. Паскаль (см. выше) и 
Декарт, как видно из его переписки, интересова- 
лись вопросами теории чисел. Фермат признавал в 
своих письмах первенство и авторитет в работах 
по теории чисел Френикля (1602 — 1675), члена 
французской Академии Наук, издавшего несколько 
мемуаров, посвященных „отчасти теории целочи- 
сленных прямоугольных треугольников (апаез 


=) См. его сочинения „Егапсвс: Меве. Орега патетавса“, 
изнанные в 1646 г. в "Лейдене проф. Шутеном (издание 
имеется в Библиотеке Петроградской Академии Наун), 

++) Книга Баше стала библиографическою ревкостью в 
2Х ст, но в конце его появились одно за пругим три изда- 
ния, лузшее из которых 5-е (геуце её аппоеё раг [.агоп 1884). 
Оно излано и на русском языке под заглавиемъ; „Игры и 
задачи, основанные на мазематиие“. 
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тесапо!е; еп поп\Бге$), отчасти теории магиче- 
ских квадратов. Наконен Мерсенн (1588-1648) 
в нескольких своих сочинениях (Нагпопе ипн 


В. Г. Баше де-Мезирран {1581 .. 7638). 


уегзе!е, Соднайа  таЁетайса) остановился на 
вопросе о совершенных чиспах и чиспах более об- 
щего тыпа {аНдиовтез}. Но заннтересовавшись 
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теориею чисел моц влиянием Баше, Френикля, Мер- 
<ення Фермат благодаря своему математическому 
тению оставил далеко позайи себя всех своих 
предшественников. 


м. 
Фермат и Эйпер. 


Как ни велико значение для математики сочи- 
нений Еввлида и Диофанта, оно не может быть 
сравнено со значением для высшей арифметики или 
теории целых чисел открытий, сделанных в этой 
области Ферматом. Арифметические книги Евклида 
служат основанием всей арифметики не только 
высшей, но и низшей. Сочинение Диофанта отно- 
сится столько-же к учению о рациональных числах, 
сколько к учению о целых числах. Вийтенса 
знЬНтиог-высщие отделы учения о целом числе 
ведет несомненное свое начало от Фермата. 
Теоремы, найденные ИМ, или являются до сих пор 
важнейшими теоремами теории чисел {как теорема 

— 


„большая“: а 1 (мод р) ипи послужили исхоп- 
ным пунктом исследований, которые и теперь еше 
не могут считаться вполне законченными (как 
например теорема о том, что простое число вида 
4 в--1 елинственным только образом разлагается 
на сумму двух квапратов--является исходным лунк- 
том теории квадратичных форм). 

Многие теоремы, им доказанные, не могли быть 
доказаны в течение долгого времени (так только 
Коши в 1819 г. показал ‚теорему о разложении 
числа на многоугольные числа} и наконем опна 
из его теорем (о невозможности решить уравнение 
Хх" -у ==— 2 в целых числах при п большем 2) 
является до сих пор предметом глубоких иссле- 
пований). 
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Математический тений Фермата преявийся’ не 
только в его иссяелованиях о свойствах целых 
чисел. Вместе. с Пасвалем он разпеляет славу с03- 


п. Формат (1601—1665), 


лателя теории вероятностей. Лагранж в „Кесопз 
зиг [е саси! 4ез опеНопз", Лаплас в введении к 
теории вероятностей называют его ‚первым и на- 
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стоящим творцом дифференциального исчисления 
и вообще анализа бесконечно маных" и несомненно, 
ато заслуга его в истории анализа весьма велика *). 
Он оставил только один слеп в математическом 
естествознании, но след неизгладимый — принцип 
наименьшего действия, тот принцип, который ученые 
нашего времени—Лорени и Пуанкаре, Планк и 
Гильберт стремятся положить в основание всей 
математической физики. По мере развития науки 
возрастает уважение к памяти Фермата, но уже и 
современники его чувствовали громадное значение 
ега гения. Так Паскаль писал к нему: ‘]е Усцз Неля 
рошг {е р№зз дтап@ дёотоёне 4е юще "Ёигоре.... Уо5 
етап роцепЕ [е поп Чи ртепуег Погпте 4и топае“. 

Об жизни этого ‘великого геометра мы знаем 
однако очень мало, больше, чем о жизни Евклида 
и Диофанта, но не много больше чем о жизни 
Архимеда. Мы знаем, что Фермат (1601 — 1665) 
принадлежал к крупной буржуазии Южной Франции 
(Саба Мафоппепз!5, которую ом сам в одном из 
своих „вызовов“ противопоставлял Франции Се- 
верной--ЧаШа Се@са) и что большую часть своего 
времени он посвяшел своей родинё, охраняя в ней 
закон н право в качестве советника Тулузского 
Порламента; мы знаем, что он считался опним из 
выдающихся юристов Франции, Неизвестно, вы- 
езжал-ли он когда нибудь из своей родины--Южной 
Франции, вилел-ли его когда нибупь Париж в 
своих стенах. Его обязанности парламентского 
деятеля и юрисконсульта оставляли ему время пля 
его гениальных математических исследований и для 
лереписки с выдающимися математиками его вре- 
мени (Паскалем, Валлисом, Декартом, Робервалем, 
Френиклем, Мегзеппеи людьми, интересовавшимися 


$) См. об`этом подробнее мой „Историнесюй Очерн ана- 
пизЕ безмонечно-малых“. Казань 1905. 
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его работами (Каркавн, Мигби и др.), но не дали 
ему возможности, как он повидимому мечтая (его 
письмо к Лигби 1657 г.), изпожить систематически 
свом отнрытия и метолы. Результаты, найденные 
им, или записаны были без доказательств на 
полях экземпляра Диофанта, изданного Ваще де 
Мезириаком в 1624 г. (Эти ОБзегтаНовех в числе 48 
в первый раз были напечатаны уже после смерти 
Фермата в 1670 г.), или также без локазательств 
были сообщаемы им в письмах. “Один из его хорре- 
спондентов, иезуит Билли, внимательно изучавиий 
Диофанта и издавший о нем специальное сочинение 
в 1660 г. пов заглавием „Руорравз деонзейга зме 
ориз согмехёил ех ап лейса её деотеа" извлек 
из многочисленных писем к нему Фермата сопер- 
жание большого Мемуара под заглавием „Пастпае 
апауйсае 1пуеит поуши? ех ‘уагз ер!з 0$ чиаз 
`а@ вц 4 мегз$ {етроприз . гл О. Р. 4е Регтай 
Зепаюг Тоозапиз“, напечатанного также в 1670 г. 

[е) методах доказатеньства своих ‘теорем Фермат 
цал только оцин раз более полное, но все-таки не 
достаточно ясное препставление в письме к Кар- 
кави в 1659 г. (ВеаНоп 4ез помуеНез Чесоцуе“е$ 
ел Ла эаепсе 4ез потртез) *). 

При жизни Фермата были напечатаны немногие 
из его теорем м напечатаны не им, но Валлисом 
в изданном последним в 1657 г. Сопнпетсги ер- 
зойсит. 

Уже лосле смерти П. Фермата его сын С. Фермат 
издал в 1670 г. новое издание Цниофанта, посвя- 
шенное Кольберу, солержащее как арифметику 
так и трактат о многоугольных числах, в которов 
включены также пуепити поуит—Билли, Поризмы 
Баше и примечания Баше к Диофанту. 


—) Это замечательное лисьмо было издано в 1870 г, 
Шарлем Внри по койии, написанной рукою” Гюйгенса. 
Оеицугез 4е Регтаь И р. 431. 
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В 1679 г. тот же С. Фермат издал „Орега уапа" 
отца. Мзлание это было в 1861 г. воспроизвелено 
гелиотипиею в Берлине Фридлендером. 

Лиофант 1670 г. и Орега уайа цо последних го- 
лов Х!Х столетия служили, если не считать книги 
Брассина (Вгазуте. Ргес5 4е5. оецугез та6та- 
Ччцез Че Геггпаг. 1853) единственными источниками 
для непосредственного знакомства .с работами 
Фермата. Мысль о полномъ издании всего, что 
осталось от Фермата, явилась в сороковых годах 
прошлого столетия и принадлежала члену Фран- 
пузской Академии Наук итальянцу Либри, автору. 
сочинения Ну5юпе Цез зФепсез татМетабацез еп 
[абе и некоторых имеющих малое научное зна- 
чение мемуаров’ по теорин чисел, *) еше более 
известному опнако похищением из библиотек Па- 
рижа ценных книг и рукописей. 

Либри заявил, что имъ приобретена ценная 
коллекция; принадлежавшая известному математику 
ХМ ст. Арбогасту, солержашая между прочим и 
рукописи Фермата. 

Под влиянием этого заявления Министр Народ- 
ного Просвещения Вилльмен провел в 1845 г. в 
Французской Палате депутатов закон об изпании 
сочинений Фермата. Академия Наук назначила 
извателями сочинений Фермата Либри и Деспей- 
руса, но все старания послецнего добиться от 
Либри права ознакомиться с прагоценными руко- 
писями.были безуспешныт В 1848 г. Пибри исчез 
из Франции, захвативши восемнадцать ящиков 
книг и рукописей, и затем продал свое приобре- 
тение. Лорпу Эшбернгаму (АзНЬитиНагп). 

Часть библиотеки Эшбернгама (оп4з Рин), нмею- 
шая значение для истории науки во Франции, была 


3) В журнале Веуие аз 4еих топаез 1845. Тоте 10.р. 691, 
Либри поместил биографию Фермата. 
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затем приобретема Национальною Библиотёкою, 
но в ней не нашлось ничего особенно ценного 
лля истории математических открытий. Фермата. 

Снова вопрос об издании полного собрания со- 
чинений Фермата быль поднят уже только около 
1890 г. и издание это было поручено таким ком- 
летентным лицам, как Поль Таннери и Шарль Анри. 
„Оба они известны своими работами по историн 
математики и в частности статьями, относящимися 
к Диофанту и Фермату. 

Издание это, начатое в 1894 г. было закончено 
только в 1912 т. и заключает в себе чётыре тома. 

1 том.--Математические сочинения Фермата ив 
том числе оБзегуа{опез. 

Й томъ,—Переписка Фермата. 

{{ том. Перевод на французский язык как всех 
сочинений Фермата, написавных на латинском 
язык, так и „пуегиит помшт“ и „Согитлегситт 
еройситл" Валлиса, 

Наконец 1М том (1912), кроме прибавлений к 
переписке заключает в себе весьма ценные „Мое; 
пзаетанацез" ИЗарля Анри, цающие библиогра- 
фию ло теоремам и задачам Фермата. 

Скудости сведений о жизни Фермата соответ- 
ствует ее большая скудость сведений о ходе его 
работъ, о времени его важнейших открытий, о 
методах, которыми он находил и доказывал свои 
теоремы. Мы можем сказать только, что изобре- 
тательный гений Фермата проявился особенно 
между 1636 г. и 1641 г. т.е. когда ему было от 
тридцати пяти по сорока Лет. Первые письма его, 
относящиеся к теории чисел, написаны в 1636г. После 
1641 г. он занялся уже приложением общих методов 
и теорем. {Р. Раппету). Зиг 1а 4ае 4ез рипара!е$ 
Чесоиуенез де РегтаЁ (ВиЙейи ПБатфоих 1883). 

Повидимому внимание Фермата к вопросам тео- 
рии чисел было привлечено двумя вопросами, ко- 
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торые интересовали и его совремёнников (П8- 
карта *) и корреспондентов Френикля и Отиа Мер- 
сениа)-вопросом о совершенных числах и вопро 
<ом о магических квадратах. Мерсенн, как можно 
судить по прерисповию к сочинению Соднаца плайе. 
рабса (1644), обладал методами нам иеизвестными. 

Совершенные числа сыграли таким образом 
снова важную роль в теории целых чисел. Разы- 
скивая те простые показатели р, при которых 
2—1 есть также простое число (к этому сводится 
вопрос о чешных совершенных числах **), Фермат 
дает в письме к Мерсенню в авг. 1640 г. частный 
‹вучай своей знаменитой теоремы. Называя пона- 
затепямн совершенных чисел ряд 1, 2, 3, 4....., а 
раливалами ихъ--числа вида 2“ — 1, т.е. 1, 3, 7, 15, 
31, 63..., фермат утверждает, что радикал, уменынен- 
ный на 1, всегда делится на соответствующий пока- 
затель, если он есть число простое, т.-е, употребляя 
современную терминологию 2—2=0 (мод р). 

Обобщение этого результата на произвольное а, 
тое. теорему а? 7' {мол р} Фермат дает в тсм- 
же голу в письме от 18 окт. 1640 г. к Френиклю. 
В предвидении значения найденной им теоремы 
он пишет; „то! раг 4} уедег ип дгап те“. С 
теоремою Фермата, которая иногда называется 
„малою“ в отличие от теоремы, что уравнение 

м--ут==7” может быть решено в целых” чисвах 
только лия т:=2 (большая или последняя) мы бу- 
дем встречаться еще много раз. Теперь ограничусь 


2) См. его письмо К, Френивлю от 20 дек. 1638 г. в ного 
ром Денарт выражает свое мнение, что можно найти нечет- 
ные совершенные числа. 


**) Сы, мов ввепение в анализ стр. Числа вида 2..1 
носят название чисел Мерсенна. 


*) Сешугез Че РегглаЕ. Мой. Ёр. 199. 
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т 
а" 1 
указанием, что 4 (а)== —5 ^ часто носит на- 


звание частного Фермата и имеет многие интерес- 
ные свойства, найденные ЭйЙзенштейномъ, Штерном, 
Сильвестром. В последнее время на эту числовую 
функцию обращено особенное внимание в связи с 
послепнею теоремою Фермата (см, гл. ХМ). 
Желающих познакомиться с этим вопросом отсы- 
лаю прежде всего к мемуару Мириманова (оиг- 
па| г геле чи апдеу. МаЛетабк Ва. 115—1895 г.) 
Упомяну из интересных свойств частного Фер- 


1 
мата следующие. Если знаком -_ обозначить целое 


число В, уповлетворяющее сравнение «В=1 (мопр) 
(числа а и В будем называть союзными (0сИ), то 
1 


9 2} = —5 (мод р). (Например если 
р И, :5 (мод п) и следо- 


вательно а (2)=27=5 (мол 11). Действительно 
а (2) =93=5 (мод 11). 

Другой важный результат, найденный Ферматом 
и послуживший исходным пунктом важнейших ис- 
слелований (теория квапратичных форм) также свя- 
зан с’ математическим фактом, известным Египту и 
Вавилону, с равенством 5* = 3-4 (ем. гл. 1). 
Замечание Фермата к задаче 22-ой третьей книги 
Диофанта; первой задаче, в которой Лиофант го- 
ворит о прямоугольных треугольниках, т.-е. о трех 
рациональных числах удовлетворяющих ‘уравнений 
8 у’, изложено в следующих словах: 

„Простое число формы 4п--1 есть только один 
раз гипотенуза прямоугольного треугольника, его 
‹вадрат— дважды, куб-— трижды, биквадрат — четы- 
режды ит. п. . 

Такое простое число и его квадрат только одним 
способом разлагаются на два квадрата; его куб и 
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биквадрат = дважры; его квапрато-нуб и нубо-куб 
трижды н т. в." 

Первая из этих теорем Фермата связана с 
утверждением, что в случае р:=:4п-1.} можно решить 


уравнение 2*--1 0 (мон р) или, употребляя сим- 
зол Пежанпра, что | :) ==-Г.1, если р-=4п--1. 


Таким образом Фермату была известна первая 
из дополнительных теорем к закону о взаимности 
теории квадратичных вычетов. 

Теоремы Фермата, касающиеся представления 
числа под видом суммы двух квадратов могут быть 
обобщены в различных направлениях и эти обоб- 
щения были намечены самим Ферматом. 

С опной стороны Фермат дает теоремы, касаю- 


щиеся превставления чисел под формам у’: 27 и 


у’--37. Формы более сложные не рассматрива- 
и Ферматом за исключением вопроса о прел- 
ставлении единицы под випом у‘ — ах’ или другими 
словами о решении уразнения ах” -|-1=5у, для 
которого им был найпен неизвестный нам способ ре- 
щения ах’ 4-1 = у". Решение этого уравнения было 
одною из тех задач, которую Фермат в феврапе 
1657 г. через Кенельма Дигби предложил для решения 
математикам Франции, Англии, Голландин и всей 
Европы, как задачу и по тонкости и по трудности 
че ниже самых Знаменитых задач геометрии, --- в 
‹ледующих выражениях: ^ 

„Существует. бесконечное множество квапратов, 
которые по умножении на панное неквадратное 
число и по прибавлении елиницы дают квадрат". 

В сентябре 1657 г. Ваплис сообщает Дигби ре- 
шение, найденное Брункером э и с некоторыми 


*} мае. Сотитегелии еррмойсит. Овиугез де Регглай у01 3, 
Цейге [Х 
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изменениями иомевтия еге в ввоёй Илгебре. Эйлёр 
нашеп это решение в английском переводе немец- 
кой алгебры и приписал его переводчику Пеллю. 
Отсюда название знаменитого уравнения. Неллев- 
ским. Автор специального сочинения по’ истории 
уравнения # — Ри" = 1 Конен предлагает называть 
его уравнением Фермата; оно могло-бы носить также 
название индийского или быть связанным с име- 
нами Архимеда и Феона Смирнского (см. гл. 1} и №№). 

Обобщением теоремы о представлении простого 
числа вида 4п-|-1 под видом суммы двух квадратов 
является знаменитая теорема Фермата, найдённая 
им еше в 1637 г. и по которой „всякое чиспо есть 
или треугольное или сумма двух или трех треуголь- 
ных, квадратное или сумма двух, трёх или четырех 
квадратов, пятиугольное или сумма двух, трех, че- 
тырех или пяти пятиугольных и т. п. ‘для чисел 
шестиугольных, семиугольных и вообше много- 
угольных". Через 16 лет он сообщил эту теорему 
Паскалю с указанием на то, что ее показательство 
основывается на теореме о том, что всякое простое 
число випа 4п-|-1 разлагается на сумму лвух квал- 
ратов. Эта теорема, которую Фермат. сам назвал 
Нзеотета рисвепипип», была в частных случаях 
доказана Эйлером и Пагранжем, Общее показа- 
тельство ее дано было. Коши в 1815 г.’и нахолится 
в связи с общшею теориею квапратичных ‘форм *). 
Фермат обобщал теорему о представлении числа 
под видом суммы двух квалратов и в другом на- 
правлении, рассматривая разложение на сумму двух 
кубов или биквадратов: „я могу решить залачу, 
которая была неизвестна Баше, а именно раз- 
ложить чисто, составленное из лвух кубов на 


два другие куба’ и притом бесчисленным числом 


^*) сы, Вабрмани, уе Аниитенк 45 дчадгабзенёл Колтеп. 
Тафт. 88, р. 154. 
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способов“. (ОБземане 1Ха@ ГуюрВ, рюЫет И 
Ни М) =). 

„Почему Пиофант не ишет двух биквапратов, 
сумма которых была бы квадрат? Эта задача не- 
возможна, как’`я могу показать вполне строго моим 
методом“. (ОЪзегуаНо ХХХ а ГМюрВ. роет 32 
ИВи \). 

В тесной связи с этими ‘задачами находится ут- 
зерждение Фермата, что плошадль прямоугольного 
треугольника не может быть равна понному ква- 
драту (стороны прямоугольного треугольника суть 
целые числа, связанные равенством Ху’ ==2)). 
Доказательство этой теоремы ` сводится на доказа- 
тельство теоремы, что разность лвух биквадратов 
не может быть квапратом. 

Наконец в связи с этою последнею теоремою на- 
ходится та знаменитая „послепияя“ не показанная 
теорема Фермата, по которой уравнение х"-|-у"==2" 
не может быть решено в целых числах. Истории 
доказательств частных случаев этой теоремы мы 
коснемся дальше. Читатель увидит какие трудности 
нужно было преодолеть и какие новые обобщения 
и понятия нужно было ввести для того, чтобы 
найты эта пвоказательства. Загадкой остается по- 
этому шо сих пор, имел-ли Фермат доказательство 
теоремы, которую один французский математик 
называет „вызовом человеческому разуму“ (ип 
Чей а Риме депсе Быгатте), 

Глубоное изучение Пиофанта привело Фермата 
к постановке новых задач полобных задачам гре- 
ческого Математика, но представлявших большие 
трудности. Приведу в пример таких задач задачу, 
помещенную как замечание к 24-0ой задаче 6-ой 
книгй Диофанта: найти прямоугольный треугаль- 
ник, ковороге гИпетенуза равно как, и сумма кате- 
—- 


+) Овиитез е РЕЙтаЕ Мо Е р. 264; 342, 
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зов были-бы полными квадратами, Залача приво- 
дится к двум уравнениям: 


Она интересна во многих отношениях и по гро- 
малности целых чисел, фигурируюших в решении 
{катеты выражаются числами из 13. цифр) и по 
тому, что по поводу этой задачи. Фермат дает бо- 
лее подробные указания на свои методы и нако- 
нец потому, что она была предметом работ Эйлера 
и Лагранжа (см. след. главу). Задача как вилно 
приводится к двойным уразнениям Пиофанта т.-е. 
к системе цвух уравнений. Фермат во многих своих 
замечаниях указывает, что он может решать и си- 
стему трех уравнений. В „пуегит поуци“ Билли 
и обрашено особенное внимание на задачи этого 
типа, * 

Отметим в заключение то ецинственное предло- 
жение Фермата, которое овазалось меверным и 
которое часто нм логиками и математиками приво- 
дится как пример неверной индукции. Предложе- 
ние это занимало Фермата очень лолго, о нем 
он пишет в 1637 г., в 1640 и нанонец Паскалю в 
1654 г. В последнем письме он сознается, ол- 
нако, что цоказательство не вполне закончено. В 
предложении утвержлается, что все числа вида 


2-1 суть числа абсолютно простыя. Для п 
==0/,2,3,4 это утверждение верно, но Эйлер, (и это 
было слелано им в его первом мемуаре по теории 
чисёл в 1732 г.) поназал, что вля п=5 получается 
число сложное. 

Впоследствии была даказано, что сложные чиспа 
получаются также для п-==6 (Ъапагу и Ьааззеиг 
1880), п-=9 (\Мезмегт 1908), для п=11 (Кэннингам 
1899), для п-=12 (кщсаз и С. Первушин 1878), 
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для п==12 и 18 (\Уачега 1903), аля п=23 
(С. Первушин 1878), пля п==36 (Феаной 1886) 
и наконец пля п-:38 (Сиаптават и \Межет 
1904) *). 

Таковы главные результаты, найленные Ферма- 
том. Они пошли но нас разбросанные, рассеянные, 
дошли без всякого указания на путь, который при- 
вел к их открытию и на методы, которыми Фер- 
мат их показывал. В письме к Мерсенню от Сен- 
тября 1636 г. фермат сожалеет, что он не может 
дать доказательства, зависящего „от запутанных 
тайн науки с числах“ и сообщает о своем на- 
мерении написать особое сочинение, которое 
расширит науку палеко за пределы, достигнутые 
превними. Но это намерение не было осуществлено 
и таким образом мы лишились ценного указа- 
теля метолов, которыми пользовался Фермат для 
доказательств результатов найценных вероятно пу- 
тем индукции и аналогии. Фермат, как видно из 
его письма к Дитби (1557 г.) прекрасно понимал 
ЧТО „ТО, что в математик® выводится путем анало 
гии не есть ‘истина... Правило подходящее к не- 
которымчастным случаям может быть очень полезно, 
но не как основание науки; в этом случае можно 
уновлетвориться только доказанным {письмо к 
Лигби 1657 г.). Но только © одним из своих метолов 
и при том в общих и неясных чертах познакомил 
Фермат своих современников в письмЪ, озаглавлен- 
ном: „Юе[аной дез поцуеЦез Фесоцуецез еп [а зфепсе 
дез поглЬгез“, найценном Анри в Лейленской биб- 
лиотене, а именно с тем методом беспредельного 
спуска (дезсеге шЯте), идею которого мы встре- 
чаем у Евклида и который был, как мы уже 
сказали, применен Кампанусом пля доказатель- 


=) Желающих более подробно познаномиться © этнми 
исспепованиями о1былаем к ие Силятанат н \Мемеги 
“Ргосее 4$ оЁ Ме Бопёбт Мебейтаней Зодейу. 1904. г.). 
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хтва иррапиональняети „золотого сечения“. В осо- 
бенности, пишет Фермет, это? метод полезен при 
доказательстве невозможности; например, при лока- 
зательстве теоремы, что не существует ни одного 
прямоугольного треугольника, стороны которого 
суть целые числа и плошадь которого равна ква- 
драту. Можно показать, что в случае, если такой 
треугольник существует, то можно найти пругой, 
выражающийся в меньших числах и имеющий то-же 
свойство. От этого треугольника можно перейти к 
третьему, к четвертому и т. д. до бесконечности, 
но так как ме существует бесконечного ряда умень- 
шающихся величин, та первое предположение 
неправильно“. 

Что касается до способа перехода от одного 
треугольника к другому, то Фермат в своем письме 
предлагает. Паскалю, Раебервалю и другим найти 
этот способ. 

Относительно пругих методов Фермата можно 
делать только гипотезы. Одну из таких высказы- 
вал Кронекер в своих частных беседах, предполагая, 
что Фермат палено ушел в том отделе теории 
целых чисел, который может быть назван адди- 
зивным в отличие от разработанной в течение 
ХУ и ХХ ст. мультипликативной. 

В течение столетия замфчатальные результаты, 
найденные Ферматом в новой отрасли математи- 
зеских наук, оставались почти незамеченными; вни- 
мание вилнейших математиков в период времени 
от гопа смерти Фермата (1665) до гола появления 
первой работы Лагранжа (1768) было направлено 
главным образом на развитие высшего анализа. 
Неютон в своей „Айтенса ипмегзай$“ почти не 
насался вопросов неопределенного анализа. 

Универсальный гений Лейбница не мог однако 
оставить без внимания теорию цепых чисел. Рас- 
нойки, которые за последние двадцать лет были 
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произвёшены в рукописях, листках и поснутках бу. 
маги, сохранившихся после Лейбница в Королевской 
Ганноверской библиотеке Ваккою, Кутюра и Дитри- 
хом Манке *) показали, что Лейбниц втечение мно- 
гих лет с любовью и настойчиво работал нал онним 
из важнейших вопросов теории чисел, нал вопро- 
вом о нахожпении уравнения, которое характери- 
зовало бы абсолютно простые числа и позволяло 
для каждого числа решать вопрос о его характере. 
Мы увидим сейчас, что именно этот вопрос был 
для Эйлера важнейшим вопросом теории чисел и 
к нему сводились его главные исследования. 
Как известно занятия логикою и метафизикою 
заставили Лейбница заинтересоваться тем отделом 
. чистой математики, который рассматривает переме- 
шения и сочетания--комбинаторикою или комби- 
наторным анализом. И его первое математическое 
сочинение „Бе айе сотЫпаюна" (1666), написанное 
в возрасте 19 лет посвящено этому отделу. Комбина- 
торика приводит легко к теоремам теории чисел и 
именно она привела Лейбница к частным случаям 
теоремы Фермата несомненно ло знакомства с „Мана 
Орега“ Фермата, напечатанными в 1679 г. 
Комбинаторика показывает, напримёр, что число 


О ое) м 
5 


нений т -,-1 предметов по три, есть число целое, т.-е. 
что (п--1) (п--2) (м. '-3) = п?-;.602--11 2 --6 
делится пля всякого м на би следовательно на 3. 
Но отсюда легко заключить, что и‘ двучлен 
пи 1-11 иъ а следовательно и двучлен ти — т де- 
лится при всяком т на 3. Подобным же образам 
Лейбниц в 1676 г. убедился повидимому что пп? — т 
делится на 5 и п’ — м делится на 7, но вместе с 


-° как число различных соеди- 


3} См. статью  поснедиего в ВЪИЙоеса шеетаНса’ 
1912—18 г. 
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тем нашел, что 2--2 ме делится на 9 и приба- 
вляет к этому последнему результату замечание: 
„ехегарут еедаиз 1пдусНот$ Чесер{й<!5“ (изяшный 
пример ошибочной индукции). Лейбниц, как известно 
также давно, очень интересовался бинарною систе- 
мою нумерации, рекомендуя ее иезуиту-миссионеру 
нак способ убедить атеистов китайцев в существо- 
вании божества. Изучение периодических пробей, 
кан песятичных так и бинарных, привело Лейбиица 
также к теореме Фермата. В своих иселепованиях 
Лейбниц пошел дальше Ваплиса и'ранее Ламберта *) 
и видел тесную связь вопроса о числе цифр в нариоде 
< теоремою Фермата. Он пробовал также доказать 
иррациональность чиспа я на основании того, что 


п - ‚т 1 
Пре -В 
1 чз 7 -Г .. Должно иметь бесконечно 


длинный период, не обративши внимания на то, 
что на этом основании полжно было быть иррацио- 
нальным и число ; = и эт. 

Эти исследования Лейбница относятся к 1677— 
1680 г. и ма писточке, патированном 12 сент. 1680 г., 
Лейбнин дает и теорему, по которой для простого 
числа р при всяком а двучлен а’ — а нелится на Р 
и доказательство, основанное на найденной уже в 
}576 г. теореме о степени полинома. Это доказа- 
тельства указано и в мемуаре „Моча а|дебгае рго- 
100", напечатанном в первый раз только в 
ХХ столетим *), 

Так как, как было указано выше, Орега уаца по- 
явились’ в печати в Тулузе только в 1679 г. и пере- 


з) са Неменса 1758 (Моуа аа егиайогит) 1769. Вапо- 
юбо аиаедат 4е литейз еопитаие апейопИа), В этом ме- 
муаре Ламберт, нах уназывает и Гаусс, почти закончил 
'горию периодичесних лесятичных дробей. 
+) ерпихель Май. ЭспИНей Негаиза. уоп @етагае УП. 
Найе. 1853-1863 (Ва. МГр. 180). 
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сылка книг щиа медленые, то‘евь @снование цу- 
мать, что тогла Лейбниц еще це знал о том, что 
Фермат нашел эту теорему. В его рукописях нахо- 
дятся выписки из сочинений Фермата, но тем ‘не 
менее в Моуа ащебгае рготоНо он ни словом не 
упоминает о своем предшественнике, 

Лейбниц придавал громадное значение теореме 
им найденной, так как ошибочно пумал, что изуравне- 
ния 2°7'-1-=1. следует непременно, что х есть абсо- 
лютно - простое число. Найля теорему Фермата, 
он неправильно формулировал обратную теорему 
{впрочем следует заметить, что правильная форму- 
лировка дана была только Э. Люка). На уравнение 
2—1 == пх-;:-1 Лейбниц смотреп как на „Чентийо 
геаЙ5 зеи агацаНо геа\з питенй рии“, и метод, 
которым он пользовался лля того, чтобы при по- 
моши этого уравнения решить вопрос о природе 
числа, близко подходит к теории индексов созлан- 
ной Гауссом. 

Но если Лейбниц, как мы теперь знаем, интере. 
совался теориею чисел, то как Яков и Иоанн Бер- 
нупли, так и ученики последнего не оставили ра- 
бот в области теории чисел за исключением ге- 
ниальнейшего из этих учеников Леонарда Эйлера. 
(1707—1783). Эйлер заинтересовался теориею чисел 
повидимому под влиянием Христиана Гольлбаха 
(1690—1764), члена Петербургской Академии "Наук 
по кафедре высшей математики. В изпанной П. Г. 
Фуссом „Соггезропдапсе тавеганаие её рпучаче 
4е ацевие;х сыёбтез дёотенез 4и ХУШ зеае“ 
первый том солержит в себе переписку Эйлера 
и Гольдбаха (177 писем), начавшуюся в 1729 и закон- 
чившуюся в 1764 году--смерти Гольдбаха. Письма 
Гольдбаха ‘показывают универсальность знаний 
Гольдбаха и интерес к теории чисел, в которой 


+2) Уасса, (НБИюнеса шатетацса + 8. 1894). 
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олна не цеказацная и мо ныме теорема свя- 
занв с имеыем Гольябака. В письме к Эйлеру 
(7 пюня 1742) Гольдбах И вме сопеиге Нагага;- 
тег: „Каждое число большее 1 есть сумма трехъ 
простых чисел“ В ответном письмЪ из Берлина 
от З0‘нюня 1742 г. Эйлер пишет, что он счи- 
тает „Ни ет дап? де\ззе; ТВеогет“, что кажпое 
четное число есть сумма нвук простых чисел. 


Интерес Гольшбаха к теории чисел несомненно 
повлиял на Эйлера. Первое письмо от 24 окт, 
1729 г., которым началась продолжительная и ин- 
тересная переписка, было написано Эйлером и 
касалась ощного бесконечного произведения. От- 
ветное письмо Гольдбаха заканчивалась припискою: 
„известно-ли тебе замечание Фермата, что все числа 
вида 2" ^'-|- 1 суть числа простые, при чем он при- 
знавался, что 1не может этого доказать, „как и 
после него, насколько я знаю, никто не показал“. 
Переписка 1730 г. часто касается того же вопроса, 


а также характёра чисел вида.2 *—1. В 1732 г. 
Эйлер представляет в Академию свой первый ме- 
муар, в котором показывает неверность утвер- 
ждения Фермата. И позже Гольдбах часто пред- 
ставляет на суд Эйлера свои работы по теории чи- 
сел, которою он особенно интересовался. Унажу, 
что Гольдбах первый в мемуаре об уравнениях, 
имеющих только несоизмеримые корни, употребил 
термин сопдгииз (сравнимый) в том же смысле, в 
котором он был позже введен Гауссом. 

Первая работа Эйлера была представлена им в 
Петербургскую академию Наук в 1732 г.; за год до 
смерти в 1782 он представил в туже Академию 
работу, посвященную вопросу о нахождении тре- 
угольника, в котором линии, соединяющие вершины 
< центром тяжести, выражались бы рациональ- 
ными числами. В эти пол-века Эйлер изложил свои 


1 


исследования пе теории чисел в ста мемуарах, в 
начатом но не оконченном Тгабаив Че пиилегогиги 
Чосшпа и в Алгебре, в которой более половины 


Леонард Эйлер (1707. 1783). 


сочинения посвящены анализу Диофанта. С благо" 
дарностью нужно отметить, что в 1844 г. Академия 
предприняла (по инциативе Якоби) издание сабрания 


р 


сочинений Эйлера (Орега пупога соНесва) и нак. пёр- 
вые лва тома этого собрания были изпаны внуками 
Эйлера П. и Н. Фуссами при деятельном участии 
В. Я. Буняковского и П. Л. Чебышева, составивших 
систематический указатель мемуаров, два тома Сот- 
пегавопез агтейсае сойесе. Изучение работ 
Эйлера по теории чисел не представляет поэтому 
больших затруднений; только завершение пред: 
принятого Швейцарским Обществом Естествоиспыта- 
телей по инициативе межлунаропных математиче- 
ских конгрессов (Шюрихского; Гейдельбергского и 
Римского} издание сдфлает возможным удобное 
изучение работ Эйлера в пругих областях чистой и 
прикладной математики. 

Переходим теперь к анализу работ Эйлера. Я 
разделю их для болыного удобства на две группы: 
4) работы, в которых Эйлер развивает, пополняет 
и обобщает работы своих препизественников—Фер- 
мата и Диофанта и 7) работы, в которых он ввел в 
теорию чисел`новые метолы и указал -ей новые 
запачи. Работы первой группы можно кроме того 
разделить на. работы, примыкающие к теоремам 
Фермата (А/]) и на работы по анализу Лиофанта (А„|), 

А |) Какъ было уже указано, первыми. вопросами 
теории чисел, которыми заинтересовался Эйлер 
пол влиянием Гольцбаха еше в 1730 г, был вопрос 
о характере (икит эт рити аиё сотроз!) чисел 
вида -2""--Ти 2"-—1, и в, связи с этим вопрос о 
возможности указать сколь уголно большое простое 
число. Этому вопросу посвящена и первая печатная 
работа Эйлера *), напечатанная в 1732 г. и резю- 
мирующая работы Эйлера за два года. В ней Эйлер, 


Для сокрашения цитат и удобства читателя мы булем 
ь вальнейшем только в исключительных случаях привоцить 
тлавие мемуара н указывать страницы „СоглтеаНолез“, 


Вообще же ограничимся только указанием номера мемуара 
н гова, к воторому он отяосится. 
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цаваги делитель (64) числа 2% 1-1. показывает этим 
ошибочность Ферматовского утвержинения, что все 
числа вида 2 -|-1 суть простые, поправляет также 
ошибку Вольфа, считавшего числа 2° Ти 2-1 
простыми, но сам ошибается, утверждая, что со- 
зершенные числа получаются по формуле 

2", (2—1) вля л==4 и 47. 

Ошибка эта была исправлена в Х!Ж столетии 
Илана и Ландри, показавшими, что числа 2—1 
и 21:1 суть числа сложные *). `В конце мемуара 
он дает без доказательства месколько теорем и 
межву прочим обобщение теоремы. Фермата на 
случай модуля вила п". 

Мемуар 1732 г. открывает собою ряп мемуаров. 
лосвященных показательству теоремы Фермата и ее 
обобщению в двух направиениях. Во-первых Эйлер 
обобеает теорему Фермата на случай сложного 
модуля, вводя. чисповую функцию ? (г), выражаю- 
злую число чисел взаимно-прастых с пи меньших пл. 
По этой обобщенной теореме, носящей имя Эйлера 

ав] (мод. т). 

{©м. мемуары ХХ (1759} н В (1775). 

Во-вторых, теорема Фермата является только 
одним наиболее важным результатом  созпанной 
Эйлером теории степенных вычетов. 

Эйлер пает несколько доказательств теорем фер- 
мата; одни из них, ‘совпадая по идеям с доказатель- 
ством Лейбнина, основываются на свойствах коеф- 
финиентов бинома Ньютона; (таково доказательстве 
данное в М. 1736); пругие основываются на теории 
<теленных вычетов и эти доказательства препста- 


*) Более подробные сяедения читатель найдет вкниге Люна 
Тлеойе 4е5 потЬгез у. | р. 374. У него, опнано, вкралась 


ошибка: еще да Ланпри Эйлер нашел делитель 431 для 
часла 28-1. 
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вляют ‘особенный ингерес. В мемуаре ХХ (1758) 
Эйлер доказывает, что если в ряду остатков от 
пеления-на простое число р членов геометрической 
прогрессии 


Т, а, а", ай... 

{а сеть число не делящееся на р), имеется * раз- 
личных остатков (а (мод. р)), то ^ есть целитель 
числа р- | или р—1:=11, где п есть целое число. 
{Теорема Фермата тогда очевидна, ибо из а 
(мод. р} следует а" зар”! =1 (мол. р)). Рассужления 
Эйлера в этом показательстве тожественны с рас- 
хуждениями, которыми Лагранж в ЮеНехюп$ 5иг Па 
тёзоиоп ащебиаие 4ез едиайопз (1770} *) доказав 
теорему, что порялок подгруппы перемехдений есть 
пелитель порядка группы. Теоремы Эйнера и Лаг- 
ранжа составляют частные случаи олной из важ- 
нейших теорем теории конечных групп (см. 
лалыше гу. Х). 

Теория степенных вычетов, важнейший резуль- 
тат которой был найден Ферматом, тем ие менее 
является в целом созданием Эйлера и ей посвящено 
очеяь много мемуаров, (важнейщие из них ХИХ и ХХ-- 
1758, и в особенносхи ХХХУ и ХХХ\УП- 1772). В 
двух послелних мемуарах он даег опрелепение 
первообразного корня. Эйлер не показал сунтество- 
вание первообразного корня и не определил числе 
их, как это было слелано Гауссом на основании 
<войств Эйлеровской функции е (т), он не ввел в 
теорию чисел аналога логарифма, как это было 
<лелано также Гауссом, но тем неё менее теория сте- 
пенных вычетов является величайшей ‘заспугою`Эй- 
лера в области теории чисел т. н. без нее не были- 
бы возможны исследования Гаусса в теории реше- 
ния двучленных уравнений, важные и для теории чи- 
<ел и пня высшей алгебры, 


=) Овыутей ве 1адтапде Т. Ш р. 205-421.. 
я #5 


Теорзма Кронекера, по которой решение всех 
целочисленных абелевых уравнений сводится к ре- 
шению ивухчленных уравнений, еще более вы- 
пеляёт важность теории степенных вычетов и 
первообразных корней в той области исследований, 
которая носит название арифметической теории 
алгебраических величин. Этого громадного значения 
теории степенных вычетов Эйлер не мог предвицеть; 
для него эта теория имела значение главным обра- 
зом потому, что он нашел в ней путь аля решения 
задачи, которая интересовала его всю энизнь и кото- 
рая по него интересовала Фермата и Лейбница и кото- 
рою мы для краткости назвали залачею ос характере 
числа (Мафытатт паглегогит. пЧадапа? ргоЫета). 
Из теории степенных вычетов вытекает, что дели- 
тели числа вида а“—1, если Честь число абсо- 
лютно простое, ин суть делители числа а—1 или 
имеют форму 2па-!-Т. Применяя это следствие к 
числу вида2 '— 1, нелители которого должны иметь 
форму 62п.!-1, Эйлер в 1772 цоказал утверждение 
Фермата, что это исло Чтв 647) есть число 
простое (Со, Аим. |. {. р. 584). 

Решение той же ОЕ задачи Эйлер долго и 
настойчиво искал и по другому пути, исходя из 
теоремы Фермата, по которой простое число вида 
4п:!-Тединственным образом разлагается на сумму 
нвух квадратов, теоремы, которую Эйлер доказал 
в особом мемуаре (ХУ, 1754), и`из аналогичных 
теорем‘о представлении чисел под видом’ 

х:-- дуг, к? "-3 у, жа --2уа, 

Эйлер заменил вопрос о прелставленим числа 
известного вида вопросом о делителях таких чисел 
и уже в 1744 г. дал ряд милуктивным путем най- 
донных теорем о делителях чисел вина ра?-{ Ч? 
(УЕ. 1746) и затем в ряде последовательных мемуа- 
ров изучал с той же точки зрения числа, которые 
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суть сумма двух ввадратов (ХИ. 1752), числа формы 
2аз-Ъз. (ХИ. 1754), числа формы а? -|- ЗЬ2 (ХХ!. 1759} 
инаконец снова числа более общей формы пх?-|- пу? 
и х' -|- ту?. Уже теоремы мемуара 1744 (\1) в суш- 
насти представляют пример и слерствия знаменитого 
закона взаимности двух простых чисел в теории 
квадратичных вычетов. В 1772 г. Эйлер в мемуаре: 
„ОБзегуаботез сиса ЧИ юлет чначгаюгит рег пм- 
1егоз ритоз“ (ХХХ) (мемуар был’ напечатан 
только в 1783 в ОризсШа апа!уйса), формулировал, 
как в первый раз указал Чебышев в предисловии 
к Теории сравнений в 1849 и затем Кронекер в 
1875 г. (ВетегКкипдеп гиг ЧезсНКЫе 4е; Кейргос!а- 
деземез, \Мее ВЯ !), закон взаимности почти в 
той же самой форме, как этс было. сцелано Гаус- 
сом в 'Пзаш&опез агтейсае, так что Эйлеру 
принадлежит заслуга открытия этой замечательной 
и имеющей громадное значение теоремы теории 
чисел, о которой нам еще не раз придется гово- 
рить в следующих главах нашей работы. Мемуар 
1772 г. как показывает его ‚название, посвящен 
рассмотрению вычетов, получающихся от депения 
квадратов ва простые числа и к этому вопросу, 
т.е. к теории квапратичных вычетов Эйлер был 
приведен изследованиями велителей чисел формы 
х2-|- ту?, в которых он видел способ определе- 
ния природы числа. Действительно изучение во- 
проса о делителях чисел вида х?-|- лу? сводится 
‘за решение вопроса о том, пля каких чисея р 
сравнение х?-|- те=о (мод р) может быть решено 
или, употребляя символ введенный Лежандром, на 


определение вида чисел р, для которых (=) == 1. 


Имея в виду постоянно вопрос о натуре числа, Эй- 
лер естественно остановился подробно на тех зна- 
чениях произведения тп ‘в формуле гпх?-|- пу", 
которые делают эту форму особенно .удобною 
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{{Зопёа} дия его цели и назвал соответствующие 
числа: питей {4опе!. Такими числами являются те 
числа, для которых, как напр. для чисел 1, 2, 3, 
существует теорема: простое число епинственным 
образом представляется под видом 
2.1 пу: 

так как в тавом случае очевидно, что найдя для 
какого вибуль числа М два разложения 


М- = лат -1-пЬ? лас? ^ 5 па, 


мы заключаем отсюда, что М есть число сложное, 
Применению этих удобных чисел к опрепелению 
природы числа и посвешены мемуары (МХ, ХЁ, 
ТХШ, ЕХМ, ХМ — все они относятся к 1778, к 
которому относится и мемуар ХЙ—о природе 
числа 1000: -|-- 3: т-е 1.000.009). 

Каковы пштей. 'Чопеё и как велико их число — 
этот волрос очень интересовал Эйлера. Он изучил 
с необыкновенным даже для него трудолюбием с 
этою целью все целые числа до 10.000 и дальше 
(изаце а@ 10.000 её ва. [ХМ] и нашел таких чи- 
сел 65. Первые из них: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
12, 13, 15, 16, 18. Последнее из них 1848 и соответ- 
ствующая форма х'-!- 1848 у’ дала ему возможноеть 
показть относительно многих чисел, например 
18.518.809, что они суть числа простые (ЕХУЪ 1778). 
Эйлер более чем какой либо лругой великий мате- 
матик позволяет изучающему его работы проник- 
нуть в лабораторию его мысли, и в этом отношении 
страницы, посвященные им изучению „удобных“ 
чисел. представляются наиболее поучительными. 
Найця 65 удобных чисел, Эйлер естественно же- 
лает найти свойства, отличающие `эти числа’ от 
прёчих ‘целых чисел, и его работу в этом .отноше- 
нии можно уподобить работе натуралиста, внима- 
тельно изучающего отличие нового випа насеко- 
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мого ини ископаемого оф пругнх © ним схожих, 
В мемуаре (ХТ 1 (1778) эн приводит свои наблюдения: 
В межпу удобными числами только шесть суть 
абсолютно-простые числа (2, 3, 5, 7, 13, 37); 
2) только пять чисел суть удвоенные простые, 
3) только 24 числа суть произведения двух простых 
чисел; большинство есть произведение трех или 
большего числа; 4) промежутки между удобными 
числами. становятся все меньше; начала все числа 
до 11 суть увобные; в конце межлу 1365 и 1848 
нет ни опного удобного числё. Из своих наблюпе- 
ний Эйлер выводит, что 1848 есть последнее улоб- 
ное число и это предположение является для него 
весьма вероятным и в то же время парадоксаль- 
ным (топе рагадохоп). Утверждение Эйлера 
остается по сих пор ни подтвержденным, ни опро- 
вергнутым. Вопрос об упобных числах поставлен 
Гауссом (Руза, Агйв. $ 303) в связь < классифика- 
циею бинарных квадратичных форм на роды и 
классы, а новейшие работы Вебера указали связь 
этого вопроса < теориею преобразования и ком- 
плексного умножения эллиптических функций 
{Н. ММеБег. ЕШрЫзене РипсНопеп цо@ ащегазспе 
Самет. 1891 стр. 475 я.его мемуар в Ма ег. Ап- 
паеп, ВЧ. 23). 

Указавши ряд работ Эйлера, связанных общею 
целью—решить поставленную Ферматом задачу о 
нахождении абсолютно-простого числа большего 
чем всякое заданное число и изследовать природу 
числа и имёвших исхолным пунктом пве теоремы 
Фермата, отметим теперь исследования Эйлера, 
примыкавшие к другим теоремам Фермата. 

Таковыми были во-первых работы Эйлера, имев- 
шие целью доказать теорему Фермата о разло- 
жении всякого числа на т т-угольных чисел. 

Эйлер ограничился здесь только частными слу- 
чаями о разложении на три треугольные и четыре 
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квапрата (ХМ 1754 1. Ш 1775). Общая теорема Фер- 
мата была доказана только Коши, в 1815 г. 

Большее значение имели работы Эйлера по по- 
воду последней теоремы Фермата. О них мы будем 
иметь случай говорить далее (см, гл. ХМ), ограни- 
чимся теперь указанием, что Эйлер дал доказатель- 
ство пвух частных случаев теорем Фермата, пока- 
завши методом неопределевного спуска, что сумма 
двух кубов не может быть кубом (Алгебра ч. 2. 
5 13) и что сумма двух биквапратов не может быть 
. квадратом, а следовательно и биквадратом (М. 1738). 

А. |. Переходим теперь к многочисленным ра- 
ботам Эйлера по анализу. Диофанта, Классифика- 
ция задач и уравнений анализа Диофанта может 
быть основана или на внешнем признаке, например 
на чиспе уравнений, к которым приводится задача, 
или же на внутренних свойствах задачи, 

В „п4ех зуфетаНаче её габопиё“ арифметиче- 
ских мемуаровъ Эйлера, составленном В. Я. Буня- 
ковским и П, Л. Чебышевым, проведена классифи- 
кация по, числу уравнений и соответственно это 
классификации мемуары Эйлера могут быть разде- 
лены по следукуиим вопросам; 

1) определение двух или более неизвестных опре- 
деленных одним уравнением. К этому отделу отно- 
сится, например, вопрос о решении общего уравне: 
ныя 2-ой степени и в частности вопрос о решении 

уравнения Фермата (Пелля). 

2) определение нескольких неизвестных, данных 
двумя уравнениями. Например, задача Фермата, 
заннтересовавиая также и Пагранзка, в которой 
требуется найти два числа опревёляемые уравне- 
ниями 


ху 


ху = 
10 


Эйлер обобщил эту задачу на случай, когда 
ищется более пвухчисел, определяемых уравнениями: 


Чун 


`З) опрелеление нескольких неизвестных, опреде- 
ленных опрёмя уравнениями, например ртоМета 
АНйсИтлитл — найти прямоугольный треугольник, 
в котором каждый из катетов, уменьшенный на 
площаль, есть квадрат. Задача приводится к ура- 
внениям: 


2 -— хуи", уху = 


4х. 


4) Залачи, приводяшиеся к случаю четырех и 
более уравнений. Например роЫета Г/орбапёеиил 
зтаШате; найти два числа, произвепение котарых 
делается квадратом, как по прибавлении, так и 
по вычитании того или пругого числа (ХПИ 1774). 

5) Особую группу запач представляют те задачи, 
в которых напротив число условий превышало 
чиспо неизвестных. Сюда относятся залачи о ло- 
строении магических квадратов; сюда относится 
также мемуар: ргоета ацертаюит оБ аМесбопез 
ргогзиз зтдийагез тетогаБИе (ХХХ. 1770}, где ре- 
шается интересная как по содержанию так и по 
метопу решения, оснонанному на теории преобра- 
зования координат, завача © нахождении девяти 
чисел 

ВВС 
РЕЕР 
ЯН! 


уповлетворающих 12 условиям: 
Г. ==1 
ВЕН? 


АР '.ВЕ +. СЕ 
Аа--ВН--С! =0 
раз-Енч"я =-0 


и две аналогичные задачи о нахождении 16 чисел 
уповяетворяющих 22 условиям и 25 чисеп, удо 
влетворяющих 35 условиям. В своем знаменитом 
мемуарё „О непрерывных дробях“ (Сочин. т: 

стр. 226} П. Л. Чебышев, `показавши ортогональ’ 
ность знаменатеней полходящих дробей. получаю- 


щихся при разложении в непрерывную дробь функции 
Ы [= 


о 
ортогональных чисел была предметом уназанногс 
мемуара Эйлера, который является таким образом 
прототипом работ по теорим ортогональных чисел 
и функций. ы 

Сам Эйлер в введениях к некоторым своим ме. 
муарам иначе классифицирует задачи и эта клас- 
сификация оправдывается алгебраическими иссле- 
дованиями ХПХ столетия. Эйлер вышеляет в особую 
группу те запачи, которые допускают ‘общие 
формулы, т-е. задачи, приводяшиеся к’ уравнению 
ГО, Уу-=о, для которого. х и у могут быть выра- 
жены рациональными функциями одной’ перемен- 
ной + т.е. к уравнению, определяющему алгебраи- 
ческую функцию рода 0, Таково общее уравне- 
ние 2-Й степени от двух неизвестных. Это уравне- 
ние прелефавляется наиболее простым и по клас” 
сификации Буняковского и Чебышева. Его реше- 
нию Эйлер посвятил несколько мемуаров (||. 1732, 
ХХИ. 1759. ХХХИХ. 1773, ХИ. 1773; также апгебра 
часть 2$ 6). 7 

Лагранж указал позже в одном из своих замеча- 
тельных мемуаров по теории чисел. на неполноту 
метона Эйлера. Во первых, говорит Лагранж, Эйлер 
всегда лредполагает, ‘что уже известно одно ре- 


за2 


указал на то, что задача о нахожщенин 


шение, ‘и цель его заключается в том, чтобы вы- 
вести все: решения из этого единственного. Между 
тем из одного решения можно вывести только те 
решения, которыя принадлежат к известной группе 
решений, связанных с данным решением. Второй 
недостаток метода Эйлера, на колорый указал 
Лагранж, заключается в том, что этот метоп не 
дает способа различать нелые и дробные значе 
ния в формулах, выражающих х и у. Полное реше- 
ние уравнения дано Лагранжем в 1777 г. 

Во вторую группу Эйлер вышелял те задачи, но- 
торые или дают одно единственное решение или 
позволяют вывести с помошью некоторого алго- 
рифма из этого решения другие, ‘но не дают 
общих формул. Примером таких запач является 
задача о нахождении трех чисел, сумма кубов но- 
торых равнялась-бы также кубу. (ХМ. 1754), 

Наконец в особую группу Эйлер вылелял те за- 
начи, которыя, будучи по существу неопределенными, 
кажутся более чем определенными. Такова задача, 
которая рассматривается в`мемуаре Х\Ш. (1756); 
найти три числа так, чтобы, прибавляя каждое из них 

произведению. двух’ пругих, получался нвапрат 
р 2==и№ т -узгу" уг--х яз). Эйлер по- 
хазывает, что можно ‚прибавить еще пять. пругих 
‘условий (ху--х--у, ха х-!-, уз ну--х, ху хи-Рут, 
ху-|- хх Руек-нуе --1 должны быть также квад- 
ратами) и однако залача не перестает быть .не- 

пределенною. 

ассмотрение полобных вопросов по мнению Эй- 
лера составляло предмет „Поризм“ Днофанта. 

Интерес Эйлера к анализу Лиофанта в значи- 
тельной степени объясняется. тою аналогиею, кото- 
рая существует между методами решения задач 
неопределенного анализа и задачами неопрёделен- 
ного интегрирования. 

'Сеегит апа!уз!$ зоЫйтуог таит. Чебе! пейо4о 
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Пуюрващеае, и! пеЁаз У4еа г ваиз репйиз геруага 
(ХХХ. 1. С.А. Тр. 450). Попробнее ту-же мысль раз- 
вивает Эйлер в интересном мемуаре, не вошелшем в 
СоттешаНопез соНесше: „Пе тевофо ГуорНашеае 
апаюда т Апауз мбойстит“ (Мом Сопзтлен Ас. 
Рек. 1754 (напеч. 1760), гле он проводит аналогию 
между задачею найти иелые числа х,уи ттак, чтобы 


Ух’ -Ну’==2 и задачею о нахожщении ректифици- 
руемых алгебраических кривых, т.е. задачею о на- 
хождении рациональных функций х, у так, чтобы 


/Тах-- ду’ выражался алгебраической функвией. 
В введении к этому мемуару Эйлер прилагает свой 
общий взсияд на анализ Диофанта, который 
является пля него методом избавления от ирранио- 
нальности (тефодиз птаболайет %оЙепа). . 

Интерес Эйлера к Диофанту виден из того места 
которое он отвел ему`в своей алгебре,*) 

В то время как аягебре, т.-е. определенному ана- 
лизу посвящено 560 стр. в издании 1770, неопре- 
деленный анализ занимает 322 стр. и эти страницы 
чрезвычайно интересны. Лагранж писал о них 
Д’Аламберту 26 ацд. 1770: „Ее (т.-е. вся алгебра) 
пе сопНепё меп ’тиегеззапЕ ац’ип Чтайё зиг 1е5 
ачезНоп$ 4е Оюрвапе 4! е5Ё &1а уегё ехсеПепЕ“. 
Посл простых, почти петских примеров (гл. 1) и 
задач на так называемое Кедша Соес! (гл. 2), Эйлер 
переходит в третьей главе к общему апгебраиче- 
скому уравнению с’ двумя неизвестными и рас- 
сматривает (гл. 4 и5) уравнения а-!-5х-- сх *5у* 


и уравнения ах?--Б = у? (гл. 6). Въ 7-ой главе 
Р. я 


*) Нлгебра появилась сначала в русском переводе“в 1768, 
потом в немецком орнгинаяе под заглавием „Уойзпаще 
Ашщенийа 2иг Вздерга" (1770). В 1774 г. появился французский 
перевод алгебры © замечательными приложениями Йагранжа, 
В 1812 г. акад, Висковатов приготовил новое издание первой 
части алгебры с своими примечаниями, изпанное уже после 
эго смерти. 
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онлаетдля решенияуравнения Фермата ап ?-|-Т==п1 * 
не свою методу, данную им в 1765 в мемуаре 
Ое изи по\ аог!ан, но методу Валлиса. Три 
следуюшие главы содержат ‘решение уравнений 
а-|-5х-Р ск? 4х ==у*, а--Ьх--сх *- 4х 2-ех 4=5у % 
а-- Бх-- к *-= 4х3 в тринадцатой главе до? 
называется „Невозмонность, решения уравнения 
2" и в последней 15-ой главе, невозмож: 
ность решения уравнения х*-|-у?-=2?. Эйлер 
пользуется при этом методою неопределенного 
спуска. 

Вторая часть алгебры Эйлера в французском 
издании 1774 г. была дополнена замечательными 
нотами Награнжа *) и это сочинение весьма способ- 
ствовало распространению интереса к анализу 
Диофанта, 

Б.} Теория чисел обязана Эйлеру нелольно доказа- 
тельством, обобщением и развитием теорем и задач 
поставленных Ферматом. Обогативши теорию. бес- 
конечных строк и произаелений многими важными 
результатами (мы еще упомянем о его роли в 
учении о гипёргеометрической строке, ему же приз 
наппежат основные теоремы в теории функций Г) 
Эйпер нео мог не обратить своего внимания на 
вопрвс о приложений высшего анализа к теории 
чисел и ему несомненно принадлежат первые ‘ра- 
боты в области, которая носит теперь название 
аналитической теории чибёл и в Х!Х столетии, бла- 
тодаря работам Пежен-Дирихле, Риманна, Кроне- 
кера‘и мн. пр. стала одною из наиболее интервс- 
ных и важных областей чистой математики. 

Я могу остановиться только на некоторых наи- 
более интересных и важных теоремах Эйлера. 

* Из легко  довазываемога соотношения - между 


бесконечным произведением И, (1:(1—р")), распро- 


4) Гндгапде. `Ювыутев Ё 13 р. 181,.191: 


р 


странённым на всё абсолютно-простые числа. р. и 
бесконечною  строкою % 


пе 


распространенною 


на всецелые числа п: 
х 1 


Нм х,-, 


Эйлер выволит (см. НигофисНо т апа!узт №пНле- 
отит. Сарыё ХУ. 1748) доказательство теоремы 
тромадиой важности пля теории чисел: существо- 
вания бесконечного множества простых чисел, 
[Гак-вак при з=1 бесконечная‘ строка становится 
расхопяшейся и сумма ее превосходит всякое сколь 
угодно большее чисно, то и произведение. не может 
быть конечным, т. е. состоять из конечиого числа 
‘множителей; слеповательно и число простых чисел 
не может быть конечным]. На это доказательство 
Лежен-Пирихле впоследствии указывал как на 
первый пример приложения анализа к теории 
чисел, указавший ему путь к показательству теоремы, 
что варифметической прогрессии плх -!- т, где т ит 
суть числа взаимно-простые, число простых чисел 
бесконечно велико, а также и к опрелелению числа 
классов бинарных квалратичных форм. Бесконечная 


3 
строка =, рассматриваемая как функция от 5, 
играет большую роль в иссленованиях по теорин 


чисел и. по сих пор служит предметом многик 
исслевований. 


Другое соотношение межну бесконечным произ- 
ведением и бесконечною строкою 


, 377 п 
5 ((— х ы 


2 
привело Эйлера к замечательной формуле: / (М) = 
ЕР 
9—1) -—15)-- 9-22). ше 12,5, 
-7, 32, 15, 22,. суть пятиугольные и обобщенные 
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пятиугольные числа (выражающей интересное 
свойство числовой функции (М) — суммы всех 
лелителей числа М *). 

Но в особенности большое значение имеют с0^ 
отношения между бесконечными строками и бес- 
конечными произвелениями для аллитивной теории 
чисел, те. пля решения вопроса о разбиении чисел 
{рагёНо питегогит). Прототипом запач этого рода 
можно считать задачу о гирях, пругими словами 
задачу о том, как взять числа а, а. а„.. так 
чтобы всякое число могло быть представлено под 
видом суммы (арифметической нли алгебраической) 
этих чисел. Эта зацача нахопится в „Бег аБад" 
"фибоначчи **), Затем до Эйлера повидимому ***) 
вопросом о разбиении чисел занимался только Лейб- 
нию. Сохранился срели его рукописей листок от 
1674 г., где он замечает, что число 3 попускает 3 
разбиения (4\3101ез), 4—5 разбиений, 5-7 и 
наконец 6--Й разбиений. Получающиеся при этом 
абсолютно простые числа могут навести на мысль 
об общем законе, но уже 7 попускает 15 разбиений; 
ехетрщи тетогаБНе таЙелуз шаисНоп—припи: 
сывает Лейбниц, В 1699 г. он спрашивает Иоганна 
Бернулли ): Ап ипацат сопзегазй питегит 
Узсегрнопит уе Фушзопит пипей дан... Чет 
пой вмз деегтупаво пой ФгасНз её ‘атеп Фопа 
дчае НаБеавит" *****), Эйлер заинтересовался этим во, 
просом по инициативе проф. Науде и`первые ис. 
слелования его по этому поводу относятся к 1741 г. 
и помещены в невошедшем в „СопитенаНопез 


+) См. Введение в анализ выи, 1. 
*#) Издание принца Бонкомпаньи Рим 1857 г. с. 297. 
ъя*) ВАПоНеса тлает, 11. 13 р. 352 (заметка Энестрома). 
#1) р. МарНКе. ГефлИ2 ацё 4ег Зиспе пасн елег аЙде- 
‚ттетпеп Рита аеснийа. ВЪН. план 01. 13 р. 37, 


#13) еп! ап5 Мафетаызсне ЗсвИНеп Вегаизд, ов 
етау@ Ва ИГ, 2 (Найе. 1856). ` 
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соНесае" мемуаре: „ОБзегуаНопез апа|уНсае уаПае 
де сотЫлаНотЪи5“. В „пигодисНо т Апауза т 
гойогит" вопросу с разбиении чисел посвяшена 
16-ая глава. В СопипепаНопез соНесвае первый 
мемуар, посвященный этому вопросу, относится к 
1750 (Х) (см. также мемуары ХХУИ (1768), ХЕМШ 
(1774) и ЖЫИ (1773). 

Ограничимся указанием только двух, трех важней“ 
ших результатов найденных Эйлером. 

Разложение произведения 

Р {2} =(1--х2) (1-Е х*2) (1х3). 
в бесконечную строку дает строку 
УХ и АВЕ 


о 
в которой коеффициент А»м есть очевидно чиспо 
способов, которыми ‘можно составить число п из 
пп неравных слагаемых, взятых в ряду чисел 1, 2, 3... 
Для определения многочлена Х» == © Ави Х_ мы мо- 
жем воспользоваться очевидным равенством: 

те. (Пк) Ч -НХ, ж-- 
ти) Е РЕ Х, 2-2 Х, 2 
откупа легко получается. 

ней 


у 
А»: 


и- эа- х И хм 
Отсюда вывопится теорема: Положительное це- 


пое число п может быть составлено из пп неравных 
слагаемых столькими-же способами, сколькими 


ан 
число л— "1 может быть составлено из рав- 
ных или различных слагаемых из ряда чисел 1,2... т. 
Подобным-же образом рассмотрение произвеле- 

т 


ния а и за 8) (х.. вает теорему: по- 


ложительное цепое число п может быть составлено 
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Из т равных или различных слагаемых столькими-же 
способами, сколькими число п--гл может быть со- 
ставлено из равных или различных слагаемых из 
ряпа чисел 1,2,.. п 

Сравнение же этих лвух теорем лает легко третью 
теорему: число М == п -!- 01 может быть столько-же 
раз составлено из т равных или различных сла- 
гаемых, ‚ сколько раз число п "ИУ. М. 
мы может быть составлено из т различных 
слагаемых. 

В историческом отношении большой интерес 
представляет. письмо Эйлера’ ‘в. Гольдбахлу от 
}7 августа 1750 г. *), в котором Эйлер по поводу 
теоремы Фермата — всякое число может быть 
разложено на сумму четырех квадратов--выражает 
мысль, что наиболее естественный путь к доказа- 
тельству этой теоремы есть рассмотрение бесконеч- 
ной строки. „Если- бы мы могли показать, что {1 --х-!. 
к... содержит всё степени х, то 
теорема фермах "была-бы показана“. Это предпо- 
ложение Эйлера было поптверждено исслевова- 
ниями Якоби в’ теории эллиптических фуннций. В 
основном для этой теорин сочинении „Гипдатета 
поуа {Неопае гапсНопит ерёсагит“ (1828), Якоби" 

цает. бесконецные строки пля выражения перионов 
мои м’ эллиптических интегралов, расположенных 


но степеням а 
строк И 2-1 +24 +2 '+24°-524" 


В другой строке пля ик (и } находятся” Ней- 


Мо одной ‘из. этих 


ствительно все степени переменной 4. Но сравне- 
ние этих двух строк не. топько дает доказательство 


5) Сотевропдапсе уо!. 1; р. 530. 
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теоремы Фермата, предсказанное Эйлером; оно 
дает вместе с тем и число способов, которыми зся- 
кае число М может быть разложено на сумму че- 
тырех нвадратов. 

Изучаемые в теории эллиптических функций раз- 
ложения в бесконечные строки и бесконечные про- 
изведения функций „тета“ и функций „омега“ [функ- 
чиями омега английский ученый С. Смит прелло- 
жил называть функции от одного аргумента, полу- 
чаемые из функций Тета от хи 4, придавая х ча- 
стные значения *}] являются неисчерпаемым источ- 
ником арифметических теорем, ках это прежле всего 
показал сам Якоби. ‘Якоби, а также вслед за ним 
Лиувилль показали, что многие из. этих теорем 
могут быть доказаны чисто арифметическим путем. 
В высшей степени замечательные результаты были 
получены из теории эллиптических функций (теория 
молулярного уравнения и теория комплексного ум- 
ножения) Эрмитам и Кронекером; последний в ряде 
мемуаров, напечатанных в 1857 — 1863 г., дал зна- 
менитые. восемь формул, дающих возможность опре- 
пелить чиспо классов квадратичных бинарных форм 
отрицательного определителя. Позже в. мемуарах 
„Риг Треоще 4ег еШрИзсНеп Рипенопей“, напеча- 
танных в издании Берлинской Академии в конце 
восьмипесятых и начале девяностых голов, Кронекер 
снова возвратился к этим вопросам для гого чтобы 
доказать и обобщить найденные ранее теоремы. 
Арифметические приложения теорий эллиптических 
функций составляют олну из наиболее интересных 
областей современной математики, в которой ис- 
следования далеко еше е законченны **). Тем более 


$} Смотри его крайне интересный мемуар: Мерлой оп ‘не 
Тнев ап4 отеда ШисНопз (Мавн. рар. у. р, 415-623); 

+=) Желающих подробнее познакомиться < этаю областью 
отсылаем н „Верой оп Ве Шеогу оЁ питье рай М". 5%. 
Зтин’а (\отка, у. |. р. 289; 388} н К. сочинению П. ©. Нази- 
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важно ‘отметить, что первый результат полученный 
в этой области принаплежит Эйлеру. 

Вьице упомянутое равенство, найденное Эйлером 
в 1741 г. 


ИИ -ж) = С- пах 


есть действительно одна’из теорем теории функций 
омега. Эйлер показал вместе с тем, что из легко 
Усе 1=со 
доказываемого равенства П (1--х"). П (1 — х*)=1 
и У 
{п привимает все целые значения 1, 2, 3, 4,... тогда 
как у принимает только. нечетные) вытекает сле- 
дующая интересная теорема теории разбиения чи- 
сел: каждое целое число может быть столько-же 
раз составлено из различны слатаемых, сколько и 
из равных или различных нечетных слагаемых. 
Теория разбиения чисел, созданная Эйлером, сво- 
‘лится к вопросу о решении неопределенного уравне- 
ния а,х, -а.х,-—-... аж ==М и приводится к 
изучению произволящшей функции 


(№) ( (т) 
и кнахожнению в ее разложении в строку коеффи- 
циента члена `#". Она далеко не закончена, хотя и 
была в Х!Х столетии предметом изучения многих 
математиков преимущественно английских: Кэли, 
Сильвестра, Макмагона и др. Олин из.наиболее важ- 
ных результатов, полученных Кэли, состоит в утвер- 
эйцении, что ноеффициент члена {в разложении 
функции (Туможет быть всегна представлен пол зидом 
© (Ма, (М) М--сь (4) №. (4) №", 
мова. О приложениях теории эллиптических функций к тео- 


рии чисел. Моснва, 1885. См, также Васптпапп. Алайуйзеве 
Раеп весне, Ге[рг. 1894. 
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где С„.Сь. Си-а суть числовые периодические 
функции от М. Желающих ближе познакомиться с 
теориею разбиения мы отсылаем к сочинениям 
Васптапп’а: Ад@Нуе 2аШепеоне. [ейрг. 1901 и 
Мено. Герфосв Зег КотЫпаючк, [Це!рх. 1901. 

Наравне © приложением теории бесконечных 
строк и произвелений Эйлер занимался м приложе- 
нием теории непрерывных дробей, которой развитие 
обязано ему очень многими важными теоремами и 
формулами *). Эту теорию он приложил с одной 
стороны к решению неопределенного уравнения 
1-й степени, с другой ‘стороны к решению того 
уравнения, которому он дал название Пеллев- 
ского. ‚ 

Наше, по необходимости сжатое, изложение ре- 
зультатов и методов Эйлера постаточно однако пу- 
мается для того, чтобы выяснить значение Эйлера 
в истории теории чисел и побудить интересующихся 
этою наукою к изучению „Соттепайопез с01- 
1ебае". Но изучение сочинений Эйлера имеет и гро- 
мавное ‘пепагогическое значение. „[4зе2, {зез Ещег- 
се» поне тайге а {юцз“ говорил Лаплас и на- 
стойчиво внушал ту же мысль своим слуизателям 
з С. Петербургском университете А. Н. Коркин. В 
то время как многие великие математики и во 
главе их Ньютон и Гаусс представляют, результат 
своих работ в вполне законченном виде, поражаю- 
щем начинающего читателя, часто даже скрывают 
путь которым-они шли, Эйлер напротив, много раз 
возвращаясь к одному и тому же вопросу и посте- 
пенно отделывая его решение, вводит читателя в 
лабораторию математической мысли. С пругой сто- 
роны необыкновенное богатство, остроумие и 
изящество преобразований &тавит Эйлера на. первое 
место в ряду аналитиков-вычислителей. 


=) См. Регой. Ме Ьевге уоп деп Кенелфебсвел. 1913, 
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Изучение арифметических работ Эйлёра облегчёно 
изданием „Сотиетанопез  Анй®тейсве“, По 
инициативе международных математических кон- 
грессов Цюрихского (1897), 3-го Гейнельбергского 
(1904) и 4-го Римского (1908) было предпринято 
издание всех его сочинений. Война запержапа за- 
вершение грандиозного цела, но оно не может не 
быть рано или поздно довепено до конца. Когда 
оно будет закончено, Эйлер встанет во всю вели» 
чину своего математического гения и математики ХХ 
и многих слепующих столетий будут находить изуче- 
ние Эйлера столь же поучительным, нак его на- 
ходили математики ХПХ-го века. 


УЛ 
Пагранж и Пежандр, 


В блестящем докладе, прочитанном на Парижском 
международном конгрессе 1900 г. покойный Пуанкаре 
провел интересную параллель между математиками 
двух типов, противоставляя Вейерштраса и С. В. 
Ковалевскую, как представителей математиков-логи- 
ков, Риманну и Клейну, представителям математи- 
ков, главная особенность и сила которых заклю- 
чается в развитии индуиции. Другой французский 
ученый Цюгем в своем сочинении: „ТЬёопез Че Па 
риузчие" посвятил интересную главу разлизию двух 
типов ума: ума глубокого и ума широкого {евр 
реоГопа © ев атре}; ярвим представителем ши- 
РОоких умов представляется Дюгему. Наполеон. Не- 
трудно найти в истории математики многие примеры 
этого различия. Сравните Пуанкаре и Конш, работы 
ноторых. касаются всех областей чистой и приклад- 
ной математики и проливают яркий свет на самые 
разнообразные и трудные вопросы, с Лобачевским 
иГеоргом Кантором— создателями неевнлиповой гео- 
метрии и теории множеств, сосрепоточивщими всю 
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<илу своего глубокого ума на своих гениальных 
созданиях. 

Можно по моему мнению провести и иное раз- 
личие между крупнейшими математиками трех 
последних столетий. Одним--наша наука обязана 
преимущественно нахожщением путем гениальной 
интуиции и индукции новых математических фактов, 
открытием новых методов доказательства и иссле- 
дования, расширением своих границ, созданием но- 
вых областей науки. Другим, напротив, наука главным 
образом обязана тем, что всюду, куда ни проникал их 
математический гений, они искали и находили обшие 
идеи и основные начала, строили, исзопя из неболь- 
шого числа таких начал, гениальные делунтивные 
системы и сближали области науки, повидимому не 
имеющие ничего общего, но при более глубоком 
‚проникновении в их сушность основанные на однех 
и тёх же общих идеях. Эйлер © одной стороны, 
Лагранж с другой являются яркими представителями 
этих пвух математических типов. 

Мы знаем давно, что Эйнер попожил основание 
и теории степенных вычетов и теории эллиптических 
интегралов и теории движения твердого тела и 
вариационному исчислению и наконец анализу поло- 
жения (Апауз!з №3). За послепние десятилетия 
внимательное изучение его работ открыло новые 
места его сочинений показывавшие глубину и 
разнообразие его мыслей (изучение роста функций, 
ялеория Функций наименее уклоняющихся от нуля, 
основные уравнения в частых` произвопных теории 
функций от комплексной переменной, начатки теории 
гипергеометрических уравнений, наконец (см, выше), 
закон взаимности двух простых чисел). Мы сгара- 
лись показать в предыдушей главе, как Эйлер по- 
добно. натуралисту настойчиво собирал и подмечал 
математические факты, ‘искал их в самых разно- 
образных направлениях, одинаково интересуясь и 
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зопровом с’хкарактере числа и построением маги“ 
ческих квадратов и пвижением коня по шахмат- 
ной доске. 


Жозеф-Луи Лагрази? (1738—1813), 


. Иной характер носят все работы Лагранжа (1736— 
1813) в теории чисел. Он занимался ею сравви- 
тельно недолго и немного и не обогатил ее боль- 
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щим ноличеством новых теорем, не открыл в ней 
новых областей исследования, но он внес в нее 
характерное для него стремление к отысканию 
общих начал. Гениальному автору Аналитической 
Механики, ученому, который первый ` открыл 
истинную приропу теории рещения алгебраи- 
ческих уравнений, сведя ее на изучение инвариан- 
тов групп перемешений букв и пропожил таким 
образом путь к исследованиям Галуа, Жордана 
и Кронекера, теория чисел обязана несомненно 
основанием теории бинарных квадратичных форм; 
ах -- Блу -1- су “, явившейся прототипом обшей 
арифметической теории форм. В то. время кан 
Эйлер рассматривал почти исключительно выра- 
жения вида ту’. пу’ *), Лагранж рассматривает в 
зажнейшем из своих мемуаров по теории чисел, 
изучение которого ‘и теперь представления необык- 
новенно плонотворным, КесНегсНез 4’Анитенаие 
{Оеимгез + № р. 691—795}, вопрос о пелителях чн- 
сел, которые могут быть представлены под видом 
ВЕ Сы + Бы" и, вак мы увидим дальше, вводит 
в эту теорию основные и харавтеристические для 
всей теории чисел идеи о классе и’ представителе 
класса (привепенная форма), 

Лагранж занимался теориею чисел сравни льно 
неполго (1768—1777), занялся ею, как он пишет 
к Д’Аламберту „роцг ЧмегыНег ип рец пез 
еи4ез“ и, как випно из того-же письма, заинтере- 
совался внесением общих начал в ту часть анализа 
Диофанта, которая занимается теориею квапратных 
количеств (дез диап!И6$ саггеёз) т. е. решением 


4) Только в ‘мемуарах. в которых Эйлер показывал, что 
сукма двух кубов ве может быть кубом (см. напр.ХХ! 1759), 
он поставил в тесную связь формы та? --3`0? и 8 -- тд Е, 
принадлежащие, употребляя терминологию Гаус‹ одному 
власеу форм определителя—3. 
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неопределенных уравнений 2-ой степени ® Оя 
скоро заметил, что решение обшего неопределенного 
уравнения 2.0й степени Ах’ Вху - Су?-- Дх- 
-- Ву--Е =0 сводится к решению уравнения Фер- 
мата, которое он, попобно Эйлеру, называл уравне- 
нием Пелля и которое он считал ключом решения 
общего уравнения (а ег 4е а тезо]аНоп). **) Этому 
уравнению посвяшена его первая работа, вполне 
закончивщая вопрос и основанная на теории непре- 
рывных дробей, которую он приложил, как изве- 
стно, также к решению определенных ‘уравнений 
в сочинении „Кезомйоп 4е5 едиа{опз питендиез". 

Лагранж доказая, что уравнение еды = 1 
при А не полном квапрате всегда имеет решение, 

В мемуарах, „Зиг|а зомНоп 4ез ргоЫёпзе$- п4е- 
чегойзёз Чи зесоп@ 4едте“ и „Моцчейе спёоде 
роиг тезоцаге |ез ргоМетез пАегтипёз еп попаЬтез 
епуегз". (Оба мемуара (1769—1770) нахопятся во 
2-м томе полного собрания сочинений, а также 
и в приложениях к алгебре Эйлера (1774), он рас- 
сматривает снова и решает вопрос об обшем 
уравнении, 

Важнейший, как мы сказали, из его‘ мемуаров: 
ВесрегсВез 4'Агтеёйчие (1773 — 1775} посвящен 
уравнению частного вида 

АХ + Вху-+ Су’ М 
т. в. вопросу о числах, которые могут быть’ прёд- 
ставлены под видом Ах’ -{- Вяу-— Су’и о пелителях 
этих чисел. По основной теореме (Шёогёте 11} этого 
мемуара, рассмотрение формы ВЁ-+- Сы Пий, (где 
ри ц суть числа взаимно простые и для’ которой 
выражение 4 Вв—-С-=д {это выражение со вре- 


+); Оецугев. \о!. ХН!. Согезропдапсе. 
=) Зоо ип рюыёте ‘аттенаие (1768—Сецугез 
у. Гр. 671). ° 
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мен Гаусса. носит. название. определителя формы) 
может быть заменено рассмотрением формы Ру? -- 
4 бу;-- №2 того-жё определителя (4 РВ — @ =), 
нов которой абсолютная величина коеффициента 
@ не больше и абсолютной величины Р ‘м абсолют- 
ной величины В. Эта.равнозначность по отноше- 
нию к вопросу о представлении чисел (эквивалент- 
ность—Гаусс) является слепствием того, что первая 
форма можетбыть преобразована во вторую, неко- 
зорым спениальным линейным преобразованием. 
Следствием этой теоремы является метод. для при- 
ведения. форм одного м того-же опрепелителя к наи- 
меньшему числу т. к, из основной теоремы легко вы-. 
водится, что в спучае А >> 0, абсолютная ведичина 


© должно быть меныше 


меньше У^ В том и лругом случае т. к. @ 


должно быть целым числом, то оно ‚может прини- 
мать только конечное число различных значений. 
Так как 4 РК —©@ = А и так как Ри К должны 
быть также велыми числами, то и они допускают 
только конечное число различных знайений. Таким 
образом получается коненное число выражений 
вила ру? -- бу2 -- вг, могущих быть делителями. 

В случае А >60 без труда показывается, что эти 
выражения различны т. е. могут представлять только. 
различные числа. Случай А < 0 представляет 
большую трудность, но в преололении этой труд- 
ности особенно проявляется математический гений 
Лагранжа. Его метоп приведения по существу сов- 
падает с метолою цанною позже Гауссом. 

Вторая часть мемуара посвящена определению 
форм линейных делителей. Здесь решение Ла- 


=) См. Чебышев, Теория сравнений стр. 151. 


138 


гранжа не полно и этот недостаток объясняется тём, 
что ему был неизвестен закон взаимности простых 
чисел, Тем не менее весь мемуар Лагранжа является 
олним из важнейших этапов в развитии теории 
чисел. В нем НарНсйе сопержалось ужё понятие 
© классе и представителе класса и таким образом 
был заложен тот фундамент, на котором через 
четверть века Гаусс построил современную ариф- 
метическую теорию форм. 

Место не позволяет мне столь же подробно по- 
знакомить © содержанием пругих мемуаров Ла- 
гранжа, посвященных теории чисел, и я ограничусь 
только перечислением главных результатов в них 
заключающихся. 1) В мемуаре: Моцуейе тпеводе 
рочг тёзоиаге |ез ргор!&тез л4еегпилёз еп потЬгез 
епЧегз (1768. Оецу. ус} !) он дает теорему, опре- 
деляющую высший предел числа решений сравнения 
Ё ($) =0 (мод т). р В мемуаре: „Регпопзнайоп 
4’уп Ш6огёте поцуеаи сопсегпапё 1е5 потЬгез 
ргепуегз“ (1771. Оецу. у. И) он дает нва показа- 
тельства знаменитой теоремы Вильсона-Варинга, 
опубликованной последним в 1770 г. в сочинении 
МейнНаНопез а\деЪгакае (СатЬпаде) 3). В мемуаре 
ПРетопзнаНоп 4ип Шебтете д4’Ан#итёнаие (170 
1 Чет) доказывается теорема Баше, по которой 
каждое число есть сумма четырех квадратов, 4) По- 
следний из его мемуаров (Зиг дцечиез ргоётез 
4е Рапаузе 4е РБюрБагие“ (1777. Оеиу. М) посвя- 
щен задаче Фермата, интересовавщей также и 
Эйлера: найти наименьший прямоугольный тре- 
угольник, в котором как гипотенуза так и сумма 
катетов есть квапрат. Употребляя метод неопре- 
деленного спуска, Лагранж доказывает верность 
утверждения Фермата, что наименьший прямоуголь- 
ный треугольник имет катетами 1061652293520 и 
4565486027761; тогда как Эйлер. доказал ‘только, 
что эти’ числа удовлетворяют задаче. Лагранж ви- 
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димо очень интересовался задачами анализа Пио- 
фанта. В „припожениях к алгебре Эйлера“ нв- 
сколько параграфов посвящено задачам этого типа, 
между прочим (6 1) двойным и тройным равенствам. 
Люка *) сообщает, что Лагранж имел намерение 
издать арифметику Диофанта с примечаниями, по- 
ясняющими замечания Фермата; работа эта не была 
им закончена, но рукопись четырех первых глав 
сохраняется в библиотеке Института. Нам неиз- 
вестно, интересовался ли кто нибудь после Люка 
этою рукописью. 

„Приложения к алгебре Эйлера“, сделанных Ла- 
гранжем и изданныя в Лноне в 1774 (второе 
издание в Париже 1807 г.) представляют громал- 
ный научный интерес. Каждый из 9 параграфов 
этих приложений заслуживает и до-сих пор внима- 
тельного изучения. $ 1 посвящен теории непрерыв- 
ных дробей и ея приложениям к приближенному вы- 
числению. В $ 2 излагаются метолы для определе- 
ния целых чисел, дающих ппита неопределенных 
формул с двумя неизвестными. Здесь Лагранж до- 
казывает одну из самых замечательных теорем 
учения о числах. Легно видеть, что периодическая 
непрерывная пробь удовлетворяет уравнению 2-ой 
степени. Теорема Лагранжа говорнт, ‘что всякий 
ворень целочисленного уравнения 2 степени (ква- 
лратичная иррациональность’ или как мы будем 
говорить далее число квадратичного тела У т} 
при разложении в правильную непрерывную пробь 
дает дробь периопическую *“). Позже теорема 


*} КесНегснез 5иг Гапа|узе п4еептипёе её Гаг{нтебаце де 
Оюрваме. ВиЙебп де |а очен Чётшаноп @’АШег. 1873. 
**) Эта теорема раньше была доказана им в мемуаре: Аё4!- 
Чот5 аа {1воте 4е [а тёзомНоп 4ез едцаНоп5 питеиез“ 
{Овиутев уо|. И. 1768) Правильною непрерывною дробыю 
называются дроби, в которых все четные числители равны 1, 
а частные` знаменатели суть целые положительные чисяа. 
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Лагранжа была доказана Лиувилпем как частный 
случай его исследований о характере приближения 
рациональных чисел к корню алгебраического 
уравнения. Эти замечательные исследования дали 
первое доказательство существования трансцедент- 
ных чисел, Эрмит и Линдеман доказали трансцедент- 
ность чисел е ит иным путем, изучая специальные 
свойства этих чисел. вытенающие из их аналитиче- 
ского определения. Наконец третий путь, превосхо- 
дящий оба эти пути, есть путь Г. Кантора. основанный 
на теории множеств (см. об этих вопросах мое „Вве- 
дение в анализ" вып. Пи „Новые идеи в матема: 
тике“, вып. № 6, посвяшенный работам Кантора). 
Арифметический характер квадратных ирраглональ- 
ностей. панный теоремою Лагранжа, послужил тол- 
чком к целому ряду замечательных исслеповании, 
имевших целью найти арифметический характер 
пругих иррациональностей, например кубических. 
Этими вопросами занимались Якоби, Эрмит, Мин- 
ковский, Вороной “). 

Теория относительных минимумов неопределенных 
взыразженим, начало которой было положено Лаг- 
ранжем (впрочем и Эйлер уже в одном из своих 
мемуаров рассматривал подобные вопросы) быпа 
также препметом многих работ, из которых наи- 
более замечательные принадлежат Эрмиту, Минков- 
скому, Гурвицу и нашим русским математикам: 
Чебышеву, Коркину м Золотареву и А. А. Маркову. 

В $ 3—8 Лагранж излагает результаты своих 
исслерований ‘относительно, решения как общего 
неопределенного уравнения 2-ой степени так и 
уравнения Фермата. Наконец $ 9, посвященный 
*) Особый нласс трансцедентиых чисел, сушествование ко“ 
торых ‘вытекает из исследований Лиувилля, был погробно 
исслеповамн Мальё Цигофисноп а |а ‘Иёсте 4ез потЬгез 
апзселдаги 1906), ноторый называет эти числа Лиувиллее- 
<кими 


111 


теории подобных функций, тесным образом связан 
< замечательной теориею композиции фари, дан- 
ной Гауссом и общею теориею разложимых форм. 
Мы будем говорить подробнее об этих вопросах 
лалее. 

Приложения Лагранжа к алгебре Эйлера, вы- 
лержавшей много изданий, конечно много способ- 
ствовали облегчению знакомства с вопросами тебрии 
чисел .м возбуждению интереса’ к ним. Не 
меньшую роль сыграл первый трактат по теории 
чисел написанный Лежандром (1752—1833). К дея- 
тельности Лежанира в области теории чисел мы те- 
перь и переходим. То что он дал теории чисел 
может быть и меньше чем то, что’он дал тёории 
эллиптических интегралов, но во всяком случаи 
очень значительно. Достаточно указать на громад- 
ное значение в теории квапратичных вычетов вве- 
пенного им и носящаго его ымя, символа и на изящную 
формулировку с помощью этого символа закона 
взаимности двух простых чисел. Мы отметили выше 
нелолноту изспедования Лагранжа о линейных 
велителях квапратичных форм, обясняя это тем, 
что Лагранжу не было известно соотношение, су- 
шествующее межлу квадратичными характерами 
лвух простых’ чисел т. е. закон взаимности. Это 
замечательное соотношение, развитие и обобщение 
которого привело, как мы увидим в главе Х1, Гаусса 
и Куммера, и в последнее время Гильберта к глу- 
боким исследованиям и новым плодотворным обоб- 
шениям, было отчетливо формулировано в 1785 г. 
з мемуаре: „Юеспегсбез Ч’апаузе тпа@епптёе“ 
представленном в Франнузскую Академию Лежанл- 
ром. Мемуар содержит вместе с тем м пер- 
зую попытку доказательства закона взаимности, но 
попытку не вполне удавшуюся. Подробная нритика 
доказательства Лежандра, основанного между про- 
чим на не доказанном допушений, что всякая 
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арифметическая прогрессия тшх т, гдети г суть 
числа взаимно-простыя заключает в себе простыя 
числа, дана Гауссом в его Гземзопез ($ 296 


Адриан Лежанар (1762—1833). 


и 297) Мемуар 1785 г, сопержит в себе и пругия 
исследования Лежанлра, напр. о решении неопрене: 
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ленных уравнений: Ау — ах" т. Ьх”`!-:- сх” -*-|-,..... 
т. е. сравнений высших степеней, 'о числах раз- 
ложимых на сумму трех квадратов, о’ критериях 
решимости ‚в целых числах неопрепеленнаго урав- 
нения ах?-|- рус", где а, Ъ, < суть положитель- 
ныя, взаимно простыя и не имеющие квапратных 
множителей целые числа (уравнение решается, 
если можно найти три целыя числа \, в т так, 


что НЫ сы Ь © 
а 5 


-А суть целыя зисла). 


Лежандр занимает почетное место в истории те- 
ории чисел и‘как автор первого сочинения, пре- 
следовавшего цель изложить результаты полученные 
в этой науке. Б лервом издании, появившемся в 
1798 г. (ап УТ 4е 1а ВёруБйцие) пол именем: Езза! 
зиг [а Шёойе 4ез попобгез Лежандр излагает важ- 
нейшие результаты, полученые Эйлером, Лагран: 
жем и им самим. Сочинение разделяется на четыре 
части, Первая начинается с подробного и тяжело 
написанного изложения теории непрерывных лробей 
и содержит приложение этой теории к решению 
неопрепелимых уравнений. В этой части в разло- 
жении корня квапратнаго из целого числа нельзя не 
отмегить найденный Лежандром закон периода 
неполных частных. Вторая. часть посвящена об- 
щим свойствам чисел и содержит между прочим 
несколько випоизмененное доказательство закона 
чаашиновти и его приложение к опрепелению дели- 
телей чисел. Третья часть содержит обшую теорию 
разложения числа на сумму трех нвадратов; част“ 
ный случай этой теории пает доказательство тео- 
рем Фермата, по которой всякое число может 
быть представлено под видом суммы трех треуголь- 
ных чисел. Важны тамже найденные путем индук- 
ции теоремы, показывающие зависимость числа 
решений уравнения х*-1- у?! Мот числа клас- 
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сови форм © определителем К. Теоремы Лежандра 
были доказаны и обобщен Гауссом. (Ц. А. 8. 288— 
293). Неточнасть доказательств Лежандра зависела 
опять таки от тото же недоказанного допущения 
относительно арифметических прогрессий. Позже 
формула лля числа разложений на суммутрех квадра- 
тов было получена Кроненером как частный резуль- 
тат его знаменитых восьми формул, служащих пля 
определения числа классов бинарных форм с .отри- 
цаемым определителем *). Наконец четвертая часть 
посвящена разнообразным изслебованиям (решение 
сравнения х“==Б (моя а), нокозательство зеории, 
что сумма двух биквадратов не может быть нва- 
дратом). Там Лежанар уже излагает, начало своих 
изледований по вопросу о числе прошлых чисел 


Ч (а) в ряду натуральных чисел`1, 2, 3, 4)... а. 

Его знаменитая эмпирическая формула пля числа 
— а 

Ч а: ч @= 13 =— 108555 ДАНа только во втором 


мздании „Езза!“ (Рац 1808). Как в это издание, 
так и в дополнения, напечатанные. в 1816 и 1825 г., 
Лежандр ввел многия интересные изследевания как, 
например, свое покозательство последней теоремы 
Фермата пля случая показателя 5, так и найденные 
другими учеными (вапример локазательство найлен- 
ное Коши. общей теоремы Фермата о многоугольных 
числах, теорема Софии Жермен). Наконец в 1830 г. 
он лал окончательное издание своего сочинения в 
двух томах под заглавием Трёоце 4ез потЬгез.”*). 

Это издание, появившееся через триднать лет 
после Гувчизюпез Гаусса, содержит в себе многие 


*) См. Зерн. ЗтИБ. $ 130 и Назимов: выше: указ. сочине- 
ние, Глава 1. 

>) Сочинение это было переизпано без всяких измене- 
ний в'1900 г. Немецкий леревод Мазег'а напечатано в 1893 г. 
в Лейпциге: Харееглесце уоп АЧПап’Маце Гедепаге (издя- 
ние Тецфпега), Русский перевод сочинения не. суще- 
ствует 
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результаты, почерпнутые из этого сочинения в в60- 
беннести из теории пеления круга. Но наиболее 
важные, наиболеее плодотворные идеи и открытия 
Таусса были не поняты и ие оценены Лежандром. 
В отличие от строгой систематичности О/здизНюлез, 
сочинение Пежанира и в последнем издании пред- 
ставляет, как и в первом, несвязанный никакою 
обшею идею, безпорядочно расположенный кон- 
гломерат разнообразных вопросов, касающихся, а 
иногла и не касакицихся теории целых чисел- Этот 
характер сочинения Лежанпра впрочем отчасти 
объясняется и состоянием науки, которой оно’ по-, 
священо. Только *в 1801 г, с появлением Од Но- 
пез высшая Арифметика получила строгое обосно- 
вание, точно очертила свои границы, связала 
себя с другими математическими дисциплинами, 
зоказала свое громадное для них значение и та- 
ким образом приебрела право стать Царицею 
Математики, как её назвал безсмертный автор 
„ОбашеНопес“. ` 


их. 
Гаусс, 


Когда Гаусс (1777—1855) пятнадиатилетним юно- 
шею {в 1792 или 1793 г.), как он пишет в письме 
к Энке *)} был привлечен „чарующею прелестью“ 
(гапреглаег Ве} теорий чисел и таинственностью 
ея задач, и стал заниматься трупнейшею из этих 
запач — вопросом © частоте абсолютно - простых 
чисея в ряду натуральных чисел—он был не знаком 
< литературою науки, которой он предался с юно- 
шеским жаром. Тольно осенью 1795 г: по переезде 
в Гетуинген он быстро ознакомился с работами 
Эйлера, Лагранжа и Пежандра. 
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Сохранившийся лневник *) в котором Гаусс от- 
мечает важнейшие этапы своей работы; дает во3- 


Гаусс (1777-1855). 


можность супить о ея ходе, 'Еше в Марте 1795 г. 
он индуктивным путем находит закон взаимности и 


*} Резбенй к юбилею Гаттинтенского Общества, 1901, 
10* 2 


в течение целого гапа мучёётся над его- доназатель- 
ством (рег тиедгит аплит те {югзИ), пока не нахо- 
дит его 8 Апреля 1796 г. За несколько дней перед 
этим в дневнике встречается другая отметка „Сиси- 
шт ш 17 рафез 41$} БЦет е55е`деотесе Че(ех!- 
таз 1796 Маг 30" и в письме к своему другу Вольф- 
гангу Болэю девятнадцатилетний юноша справеп- 
ливо считает свое открытие достойным увековечить 
его память. К концу 1796 г. рукопись половины его 
сочинения уже готова и следующие годы посвящены 
работам в теории квапратизных форм и теории 
деления круга. Летом 1801 Оузаи!зНопез а фтейсае 
выходят мз печати, и эта книга двадицатичетырех- 
летняго юноши является до сих пор классическим 
трудом по_теорни чисел и, по словам Кронекера, 
еше в течение столетий будет служить иеисчерпае- 
мым источником для арифметических исследований. 

БуздизНюпез а|итеёсае могут быть раслелены на 
три части. 

Первая часть (отделы (ФесНопез} 1-4} содержит 
начала современной теории. чисел или точнее говоря 
ТОЙ ея части, которую мы назвали выше мультип- 
ликативною, так как она рассматривает главным 
образом представление чисел под видом произве- 
дения простейших множителей (абсолютно-——простых 
чисел), разделение чисел пруг на друга, свойства 
получающихся при этом остатков и т. п. Первый 
отдел говорит о сравнении (сопдгцепНа) вообще ио 
введении этого понятия, которое конечно’ встре- 
чается раньше иу Фермата и у Эйлера, но которое 
не было ранее ни точно формулировано, ни мето- 
вически употребляемо, составляет первую крупную. 
заслугу Гаусса. При этом Гаусс вволит Для сравнения в 
высшей степени удобное обозначение: а ==Р (мод 1), 
при котором аналогия с уравнениями выступает 
весьма ярко. Гаусс в одном ‘месте своих сочинений 
<проведливо говорит, что математика должна 
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черпать свою силу из понятий, но не из обозна- 
чений (ех`поНопРи5 поп ех поаНотшриз); тем 
не менее математика многим обязана упачному 
выбору символов и обозначений и Гауссовский 
символ пля сравнения представляет один из наий- 
лучших примеров, 

Второй отнел вместе с основными теоремами 
теории нелимости чисел дает решение сравнения 
1-ой степени, т.е. решение неопределенного урав- 
нения ах-[-Бу и решение аналогичной задачи 
для системы линейных сравнений, Этот последний 
вопрос расмотрен однако несколько бегло и только 
Зернеп ЗН и за ним Стиелтиес изучили этот воге- 
рос с необходимою полнотою *). Нахождение числа, 
цакицаго данные остатки при лелении на ланные 
модули, приводит Гаусса к новому выволу формулы 
для Эйлеровой числовой функции $ (т) — числа 
чисел меньшия т и взаимно простых < т. Отаёл 
закончивается доказательством теоремы, по кото- 
рой сравнение Г (х) О (мод р) (р есть простое число) 
не может иметь больше п решений, еспи т есть 
степень полинома Е (х}; локазательство Гаусса не 
отличается существенно от показательства данного 
Лагранжем (см. выше). Теорема имеет основное 
змачение пля теорим сравнений высших степеней, 
которой Гаусс хотел посветить особый восьмой отдел 
2154 опез, К этой-же теории относится помещен- 
ная в $42 теорема: „Если иепая нелочисленная **). 
функция есть произведение цвух целых функций с 
рациональными  коеффициентами, то эти коеффи- 
циенты должны быть нелыя чиспа“. 


*) 3. 5лйй, Оп бузете о Ипеаг пудейегтилаве еднавопз апа 
сопагаелсев. МаМет, рарегз, уо| | р. 368-410. ЗНеез. Ева 
зиг 3а Шеспе 4ез потЬтез. Раг5 1895. См. такме Васитапи. 
Акнтенх ег диаагацзспел Рогтеп, [е1рз. 1898. 

**) Целочисленною фуняциею мы будем называть функцию, 
все коеффициенты которой суть числа целыя. 


мо 


Значение этой теоремы для созданной Кронене- 
ром арифметики целых функции и для теории ал” 
тебраических числовых теп (см. в особенности. 
Васппзапп. АЙдтеене АтигВенк 4ег 2аНКбгрег 
М.1905} выясняется в настоящее время все более. 


Втретьем отделе (845—593), посвященном теорий 
<тепенных вычетов, Гаусс дает прежде всего теорему, 
по которой если а есть наименьцтая степень при пе- 
лении на молуль р (простое число), пающная остаток 
1, то Е (Гаусс называет # показателем, к которому 
принадлежит а по модулю р} есть делитель числа 
р—1. Показательство этой теоремы, простыми след: 
<твием которой является теорема Фермата, почти 
совпадает < локазательством Эйлера, основанным 
на теорим степенных вычетов, и понобно ему 
является частым случаем доказательств одной из 
основных теорем абстрактной теории конечных 
групп. Новым и важным результатом является опре- 
деление числа несравнимых межлу собою чисел, 
принаплежащих к данному показателю, основанное 
на свойствах Эйлеровской числовой функции $ (п}, 
и вытекающее отсюда показательство существо- 
вания первообразного корня. Эйлер не пал этого 
показательства и поэтому многие его выволы были 
лишены строгого обоснования. Доказавши суще- 
ствование первообразного корня для всякого про- 
стого числа, Гаусс получил возможность найти пля 
всякого числа, на р не целящегося, степень перво- 
образного корня 4, сравнимую с этим числом по 
модулю р притом так, что показатель степени 
бупет одно из чисел: 0, 1, 2,... р — 2. Показатель 
этот, или индекс, как его предложил называть 
Гаусс, имеет свойства аналотичныя со свойствами 
логарифма и на основании этих свойств легко выво- 
дится критериум возможности рещения сравнения 


ах°==Ь (мод р). 
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Только частный случай этого нритериума пля 
сравнения х==Ь (мод р} был известен Эйлеру. 
Подобно ‘тому как в отделе 2-м Гаусс ввел яля 
целого числа удовлетворяющего сравнению ах 


{мод р) обозначение +(мол р), он обозначает иелое 
ниспо, уповлетворяющее сравнению х*г-А (мод 8) 
ы 


символом УЙ (мод р). В нонце отдела Гаусс де- 
казывает, что произведение чисел периода числа 
а (периодом Гаусс называет числа 1, а,.. а" не- 
сравнимыя между собою) сравнимо ла модулюм 
р. <—(-—1)* отнува получает, как частный случай 
теорему Вильсон-Варинга. Гаусс дает и лругое об- 
общение этой теоремы для сложного модуля, указы- 
вая путь доказательства этого обобщения (показа- 
тельство было дано позже Бреннеке и Шерингом). 

В четвертом отделе Гаусс излагает. теорию ква- 
пратичных вычетов. Теория рассматривает ява основ- 
ные вопроса, смотря по тому предполагается ли 
данным в двучленном сравнении 


хата (моя т) 


модуль п или вычет а, В первом случае требуется 
найти для каких чисел а возможно решение бра- 
внения. Вопрос легко привовится к спучаю, когла 
модуль есть степень простого числа м затем к 
сравнению х?=ёа (мод р), где р есть простое не- 
четное чиспо и а не делится ма р, Смотря по тому 
возможно -ли решить сравнение или нет, а назы- 
вается квалратичными вычетном или не вычетом 
числа р (тез 4иит или поп геч&иит)} и обозначает: 
а Кр или а Мр. Существует олинаковое числа не- 
сравнимых между собою чисел того и другого 
рода. 

Горазло более трудностей ‘представляет вторая 
задача, которую ставит Гауссв $ 107: для данного 
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числа а найти все числа, для которых а есть вычет 
или не вычет. Ответ на этот вопрос дан Эйлером. 
для значений а==1 и а=3, Лагранжем для а==2, 5, 7, 
и Гаусс начинает с доказательства соответствующих 
теорем (8108—124). Гаусс переходит затем к общему 
вопросу с квадратичном характере одного нечетнаго 
простого числа по отношению к другому и к доказа- 
тельству решающей этот вопрос основной теоремы 
(@еогета Гоп4атепё!е). Самую теорему он форму- 
лирует ($ 131) следующим образом: „Смотря потому 
есть-ли р простое число вида 4п--1 или 4п —1, 
+ рили —- ресть вычет или невычет всякого простого 
числа, которое, бупучи взято положительным, есть 
вычет или невычет числа р.“ Доказательство, 
которое дает Гаусс, безупречне; оно основывается на 
самом опрелелении квадратичных вычетов, но чрёз- 
вычайно сложно даже в той упрощенной форме, 
котарая после была лана ему Леженом-Дирикхие *). 
Это упрощение в значительной степени зависит от 
того, что Пирихле при показательстве пользуется 
символом Лежанпра, которого Гаусс, не считая 
нужным взодить хотя он был ему известен, т. к. 
фигурировал уже в первом издании „Езза! зиг фа 
{Вбопе 4ез потЬтез“ (1798). Закон взаимности, обоб- 
щенный Гауссом ($ 133) (позже Якоби придал 
этому обобшению более изяшную форму яведением 
своего символа) лал Гауссу возможность в последних 
параграфах отиела ($ 147—150) определить как 
квапратичный характер произвольного числа ‘по 
отношению к взаимно-простому с ним. нечетному 
мопупю, так и линейныя формы делителей “и не-. 
делителей х2— а т.-е. тех простых чисел, для 
которых а есть квадратичный вычет или невычет. 
Такова первая часть Ги! зШопез, Все изложенное 


*) Цебег Чеп егиел 4ег хоп Сац дедебелев Вежеье.. 
„№ете Ва И. Стр. 121), 
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в ней было в главном найдено Гауссом самостоятель- 
но прежде чем он познакомился с литературою. Изу- 
чение работ Лагранжа и Лежандра обратило его вни- 
мание на новую область исследований -теорию квад- 
ратичных форм. Этой теории посвящена вторая цент- 
ральная часть сочинения (пятый отдел) ($ 153—6 307). 

В $ 222 Гаусс сам различает в этом отделе две 
части; первую (8 153-85 221), в которой многое 
рассматривалось и его прелшественниками и вторую 
($ 223—307), которая вся иеликом приналлежит ему 
и для которой первая часть служит толька всту- 
плением. 

Но и первая часть представляет в отличие от 
мемуаров Эйлера, Лагранжа и Лежандра строго 
систематическое построение и в нее внесено много 
новых плодотворных точек зрения и понятий. По- 
следовательнсе проведение термина „квадратичная 
форма“ (опта зесип! дгаЧиз) для целой однород- 
ной функции 2-ой степени с двумя или более не- 
определенными величинами принанлежит ' Гауссу; 
Лагранж и Лежандр называли такия выражения 
ехргезз1опз или ог ез и только иногда употреб- 
ляют выражение Юге Нпеаше юге, дчадгайдие. 
В отличие от Лежанира, Гаусс рассматривает квад- 
ратизную форму под видом 1 (х, у) == а -- 
--2Ьху-|- су? т.-е, всегда с четным средним коеф- 
фициентом и сокращенно обозначает ее (а, Ь, с,). 

Гаусс строит свою теорию на двух основных 
алгебраических свойствах квадратичных форм. Олно 
из них есть тожество; 

Е (ву) 2 (у) = 

ах -- Ъу) х-- ($х-- <) ут 
Оу’ — ху () 
где Р означает выражение Ь?—ас и, как основное 


число теории, называется определителем формы; 
эт его знака существенно зависят свойства формы, 
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и поэтому формы распадаются на два вида: формы 
положительного и формы отрицательного опреде- 
лителя; из тожества (1) вытекает условие, необхо- 
вимое пля того, чтобы число п могло быть преп- 
<тавлено формою. (а, Ь, <} вобемвенно т.е. при 
взаимно простых числах х и у; условие это состоит 
в том, что Р должно быть квапратичным вычетом 
числа п. Из того же тожества вытекает связь между 
собстненными представлением числа п и решениями 
сравнения 2?==[ (мод п): каждое’ представление 
„принадлежит“ определенному решению: сравнения. 
Второе основное свойство есть преобразование 
квадратичной формы ах?-|-2Ьху --*су? ласредством 
линейной нелочисленной полстановки 


хх Ву, У -зу 


в другую форму ах! Омут -- су! "т, которой 
определитель О! =- Г (8 — В)? и которая называется 
содерзющетея в первой; если определитель подстанов- 
ни *) 08 — В = :=1, то формы называются эквивалент- 
ными. Большое значение имеет введенное впервые 
Гауссом различение собственной и несобственной 
эквивалентности в зависимости от знака модуля == 1. 
Необходимость этого различения, важная лля теории 
бинарных форм, еще более выясняется в теории 
тернарных форм. В главе о связи теории чисел и 
тесметрии мы увидим, что это различие соответ- 
ствует различию между совместимостью и симме: 
триею. Гаусс, интересовавшийся уже тогда кристал- 
лографиею, не мог не обратить на этот вопрос осо- 
бого внимания. Рассмотревши в $ 153—170 вопросы 
общие пля форм с положительным и отринатель- 
ным определителем, Гаусс излагает затем отдельно 
теорию привеления Форм ‹ отрицательным опре- 


*) Таную подстановну (преобразование) мы будем назы 
вать унимодулярною. 
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нелителем ($ 171—182), форм с положительным 
неквадратичным определителем ($5 183—205) и на- 
конец теорию форм с определителем [1 (5 201 —214) 
и © определителем 0 ($ 215). Первая чаёть пятого 
отдела заканчивается сжатым, но исчерпывающим 
решением вопроса об общем решении с помощью 
целых чисел всех неопределенных уравнений 2-Й сте- 
пени ($ 216—5 222). 


Параграфом 223 начинаются собственные совер- 
шенно нового характера исследования Гаусса. К 
разделению форм на классы, данному раньше и по 
существу принадлежашему `Лагранжу, присоеди- 
няется разделение классов на норядни (ого) смотря 
по величиме общего наибольшего делителя т 
ноеффициентов а, 2, с, общего вля всех ‘форм 
одного и того же класса. Форма называется при- 
митивною, если т==1 или 2; притом в первом 
случае она примитивна собственно (ргорйе), во 
втором ‘не собственно (ипргорце). Классы прими- 
тивного порялка разцеляется на роды (депега). 
Все числа п, представляемыя одною и тою-же 
примитивною формою определителя Г и взаимно 
простыя с 2Р или О, имеют одинаковые квапратичные 
характеры по отношению к простым множителям оп- 
ределителя Г, а так же при известных ограничениях 
и по отношению к модулям 4 и 8. Эти специальные 
характеры, которых число есть ^, составляют вместе 
` полный характер формы и класса, к которому форма 
принадлежит; все классы, которые имеют один и 
тот же полный карактер` составляют один ров 
{депиз}. Число ^ всех возможных полных характеров 
есть очевидно 2” и является вопрос, существует ли 
для каждого ‘из них соответствующий ров. Решение 
этого вопроса зависит от теории композиции форм, 
х которой Гаусс переходит (6 234—252) и которая 
составляет одну из вамых глубоких и важных частей 
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высшей арифметики. Я позволю себе поэтому оста- 
новиться на ней попробнее. Простейший примёр 
этой теории нами несколько раз упоминался: формула 


бе-|- у) (21-41) == рву} -- (кц 3:98 (1) 


Эта формула была несомненно известна Диофанту 
и вероятно также и ученым пифагорейской школы 
так как тесно связана с построением прямоугольных 
треугольников. Диофант пользуется ею при решении 
22-й задачи 3-Й книги, в которой ищет четыре прямо- 
угольные треугольника, имеющие одну и ту же 
гипотенузу. Из двух треугольников нмекяцих гипо- 
зенузы 5 и 13 он составляет третий имеющий гипо- 
тенузу равную произведению 5 и 13 т.-е. 65, В при- 
мечании к этой задаче Фермаг точно формулирует 
теорему, выражаемую равенством (1). Циклический 
метод решения уравнения Фермата индейских ма- 
тематиков (см. главу У) основан существенным об- 
разом на более общей формуле! 


(ау?) (-- аш?) == (ЕЕ аи") --а (изуфз (2) 


Эта формула была точно формулирована Эйпе- 
ром в мемуаре: Ре тезои#опе ютаиагип анадга“ 
Нсагит (ХХИ. 1759). Наконец Лагранж в последнем 
параграфе своих приложений рассматривает еще 
более общий случай двух трехчленных бинарных 
форм, пающих в произведении форму того же вида. 


{2 Вху-- Су?) (2-2 ВЫ --СВ) = Х+-2 ВХУ-- СУ, 


ге Х == хё-— Суц, У==хи -- уЁ- ауц. (3) Эта формула 
есть частный случай более общей формулы, в ко- 
торой произвецение пвух. бинарных форм есть 
также бинарная квадратичная форма: (ах? -|-2 Вку-| 
-- а’ Су?) {а’е-- 2Вш -На Си") == аа’ Х2--2 ВХУ-- СУ 
тде Х==х— Суц, У = (ак-|- Ву) и (а*-- Ви) у; (4) 


`%56. 


“Формулы, выражаюсие Х м У посрепетвом х; у 
ии в формулах (1—4). суть частные случаи 
общего бвлиневрноге преобразования: 


ХЕ рьж-|- ржи | рзУ груц 
У= 4,4, хи -} 4. УЁ 4. уч, которое мы пля 


Е нач Ро р; Р: 
сокращения будем обозначать {. 494 


Общая задача, которую решает Гаусс в отделе 
о композиции форм, заключается в обобщении фор- 
мул (1—4), т.-е. в нахожнении коеффициентов ри Я 
билинеарного преобразования, при котором произ- 
вольная бинарная квадратичная форма АХ?-- 
-—- 2 ВХУ —- СУ? = (А, В, ©) распадается на произве- 
дение двух бинарных квапратичных форм (а, Ь, <) 
и (а', Ь/” ©’), подобна тому, как в формуле 1 форма 
Х2-- У? преврашается три билинеарном преобразо- 


вании ( и в произведение двух форм ху? и 

2 -|- и? или как в формуле (3) форма Х?-|- 2 ВХУ 
. : 100-С 

-4- СУ? при билинеарном преобразовании (4 1126 } 


разлагается на произведение цвух бинарных ква- 
дратичных форм того же вила. 

Форма Г-= (А, В, С) называется (8 235) составлен- 
ною (сотрозна) из форм ==(а, Ь, с) и *—(а”, Ь', с’), 

Так, напр., из форм (10, 3, 11) и (15, 2, 7) соста- 
вляется форма (6, 5, 21). Все три формы ‘имеют 
один и тот же определитель 101. Будем обозначать 
соотношение межлу формою Е и комнпонируюшими 
ее формами ? и ® символом Е= 2. 

Основною теоремою в теории композивии соб- 
ственно примитивных форм является слепующая 
теорема, важность которой выяснится особенно ‘в 
следующей главе: Воли форны © из’ принадлежать 
х одному и тому же клавбу А, формы фи фк 


одному и зпому же плаву В, то формы Е-=оф и 
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Р 7’ прикадлежнии к чаноциу м этодау мес 
С (6239 и 249), 

Наиболее простое доказательство этой теоремы, 
основанное на теории представления числа`формою, 
дано Дирихле в его академической писсертации: 
Ре югтагит Ыпайагит зесип дгади$ сотроз#опе 
(\Метке 1 р. 105), 

Важнейшее спедствие этой теоремы заключается 
в том, что на основании ея мы можем от композиции 
форм перейти к композниии классов: классе С есть 
класс, составленный из классов В и В. 

Гаусс эту операцию составления классов уподо- 
бпял сложению и соответственно этому обозначал 


С=А-ЕВ. 


По многим причинам представляется более удоб- 
ным говорить об умножении классов и соответ- 
ственно этому обозначать 


С == АВ. 


Класс, составленный путем композиции различных 
форм одного и того же класса Й, будет обозна- 
чаться А? (у Гаусса 2А) ит. а. 

Мы остановимся подробнее на свойствах опера- 
ции умножения классов в следующей главе и огрз- 
ничимся теперь только указанием. на некоторые тер- 
мины, введенные Гаусом, и некоторые результаты, 
им найденные, Он называет главною формою (6 231) 
форму х? — Бу? и главным классом Н весь тот 
класс, в который входит эта форма, Из В формуты (2) 
и основной теоремы вытекает, что Н? $ легко 
доказывается также равенство (А х?-{-2 Вху -- Су?) 
(х*— Бу) (Ах--2вхУ-- СУ), тде Хи У св 
замы сх, уих, у’ формулами билинеарного пре- 
образования, тие. АН НА -= А. Эти свойства глав- 
ного класса показывают, что в умножении. классов 
он играет ту же роль. какую епинина ‘в умножении 


Е 


чисел, и объясняет его низвание, Если два собственно 
примитианых класса при умножении дают главный 
класс, то они называются противоположными. Если 
класс сам себе противоположен, то он называется 
пвухсторонним [у Гаусса апсерз, иногда ат 9 
(Куммер|, квадрат двухсторонняго класса есть глав- 
ный класс. Обратно всегда можно найти класс 
форм, который по возвьшшении в квадрат лает 
класс главного рода. 

Вместе с композицею форм и классов Гаусс 
изучает и композицию родов и порядков и вводит 
аналогично термину „главный класс“ термины 
„главный род“ и „главный порялок“ ($ 245—249). 
В слелующих параграфах ($ 253—261) Гаусс изу- 
чает число классов в отдельных родах и число 
двусторонних классов и приходит к важному резуль- 
тату, что число родов в не может превышать 
половины числа всех возможных полных характе- 
ров. На этом результате он основывает новое 
чторое доказательство закона взаимности, которое 
считается глубочайшим из всех ванных им шести 
доказательств (5262). `Чтобы точнее определить 
число Х Гаусс созпает теорию тернарных квапра- 
тичных форм (5.266—300} и открывает таким образом 
новую область исслепований—теорию квадратичных 
‚форм со многими переменными. Эта область была 
позже разработана Эйзенштейном, Эрмитом, Смитом, 
Минковским и двумя русскими математиками: безвре- 
менно погибшим талантливым молодым математиком 
В. А. Марковым и Г.Ф. Вороным. Говоря о введении 
геометрических представлений в теорию чисел, мы 
булем иметь случай остановиться на этих иссле- 
лованиях. Гаусс основал на теории тернарных форм 
не только доказетельство теоремы, что число родов 
точно равно половине числа возможных характеров, 
(6 287), он расширил вместе с тем теорию прел- 
ставления числа тернарною формою в более общий 
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вопрос о превставлении бинарной формы терна’ 
ною (5 278—6 285) и наконец локазал ло тех пор 
еще не доказанную теорему Фермата, по которой 
кажлое число может быть представлено в виле 
суммы трех треугольных чисел ($ 293), В связи с 
этим Гаусс рассматривает вопрос о представлении 
числа, пов вилом суммы трех квадратов. Вопрос 
этот был препметом исслелований Лежандра, 
который показал, что подобное представление 
невозможно для чисел вида 8п, 8п1-|-4 и 8п-| 7. 
Гаусс указал на связь числа представлений числа 
п под видом суммы трехквадратов и числом 
классов в.главном ропе бинарных квадратичных 
форм опрелелителя — п (6 291). *) Эта теорема 
Гаусса является прекраснейшим примером более 
обших результатов, к которым пришли значительно 
позже Г. С. Смит и Минковский, основываясь на 
ввеленом Эйзенштейном понятии иеры форм или 
представлений. Из представления числа под видом 
суммы трех квадратов Гаусс вывел доказательство, 
до него никем не данное, теоремы Фермата, по 
которой всякое число может быть разложено на 
сумму трех треугольных чисел. ($ 293). 

Конец пятого отдела имеет громапное значение пля 
теорми чисел. Внем, во первых, даны замечательныя 
дополнения к теории композиции форм {5 305—307), 
на которых мы остановимся в слелующей главе. Во- 
вторых ($ 301—304) Гаусс дает без’ доказательств 
ассимптотическия формулы пля среднего числа 
классов и родов и открывает этим целый ряд за- 
мечательных исследований по аналитической теории 


*) Некоторые частные случаи общей теоремы Гаусса даны 
лЛежандром вего мемуаре1785 г. (См. Тнёопе 4ез потьгез. 2830. 
Тговёте рагИе. Теория чисел, разлагающихся на сумму трех 
квадратов (5 262 — 323). Арифметический вывод теорем 
Гаусса, основанный на теории билинеарных форм с четырьмя 
переменными, дан Кроненером (\Шейке В“. |. 8. 427—495). 
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чисел (см. гиав. ХИ). В $ 303 ой между прочим 
дает те 65 значений отрицательного определителя, 
в которых каждый собственно примитивный поло- 
жительный рол имеет только один класс. Эти 65 
чисел суть питей {!4опе! Эйлера и вывон Гаусса 
объясняет их значение в вопросе о характере числа, 
которое было указано Эйлером (см. выиш. стр. 118). 

Шестой отдел посвящен приложению результатов, 
найденных в прелыдуших отделах, частью к раз- 
ложению дроби ". на частные дроби, знаменатели 
которых суть вхолящие в п степени простых чисел 
р", частью к разложению дробей в лериолические 
десятичные дроби и к определению величины 
периода по показателю, к которому принадлежит 
число 10 по модулю р" ($ 309— 328); палее мы 
захопим в нем методы для различения простых и 
сложных чисей и в связи с этим представляющие 
впрочем более практический, чем теоретический 
интерес методы решения сравнения х? 27 А (мод М), 
уравнения пзх?-}- пу? = А ит. д. 

Седой ‘пифел, посвященный решению вопроса 
о пелении круга на п равных частей, или, иначе 
говоря, вопроса о построении правильных много» 
угольникав, вопроса, который приводится к решению 
уравнения х“—-1 =. 0, имеет громалное значение не 
только для теории чисел, но и для теории алгебраи- 
ческих уравнений и для геометрии. Лля теории 
чисел он имеет громадное значение, как первый 
пример той глубокой связи, которая существует 
межпу учением о целых числах с олной стороны 
и алгеброю и геометриею с пругой. После появле- 
ния в свет „Исслелований“ Гаусса стало невозмож- 
ным со стороны математиков то `презрительное 
отношение к теории чисел, как к собранию любо- 
пытных, но не имеющих никакого приложения тео- 
рем, на которое во многих своих мемуарах жало- 


и! и 


вался Эйлер. Один из результатов седьмого отлела— 
возможность к известным с глубокой аревности 


Страница из анезника Гаусса, 


лостроениям правильных многоугольников о Зи 5 
<торонах с помошью ипиркуля и линейви, прибавить. 
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построения правильных многоугольников о 17, 257 
сторонах и вообще многоугольников с 2""-:1 сто- 
ронами, если 2?"-Г-1 есть чисяо абсолютно простое 
и вместе с тем доказательство невозможности та- 
кого построения, например, правильного семиуголь- 
ника—ве могло не поразить геометров тем более, 
зто Гаусс в самом начале отдела ($ 335) говорит 
о возможности подобных же построений для лемни- 
скаты *), Для высшей алгебры седьмой отдел имеет 
громадное значение. С олной стороны исследования 
Гаусса являются замечательным приложением общих 
принципов, положенных Лагранжем в основание 
теории апгебраического решения уравнений, с пру- 
той стороны они несомненно повлияли на класси- 
ческие работы Абеля и Галуа. Уравнения: деления 
круга представляют простейший пример так назы- 
ваемых Абелевых уравнений, которые благодаря 
замечательной связи, существующей между корнями, 
прелставляют особенный интерес, м значение их тем 
более велико, что Кронекер высказал в 1853 г. тео- 
рему, доказанную только трияцать лет спутя Вебе- 
ром **), по которой корны всякого Вбелева уравне- 
ния с рациональными коеффициентами рационально 
0. 


136 марта 1796} м, созманая его громадный митерес и зна- 
ченне, поспешил напечатать в литературном журнале 
Гетингена небольшую заметку. (Она перепечатана в 
известной юбилейной речи Шеринга и только недастатон 
места мезшет нам воспройзвести ее). Вскоре после этого 
он говорил своему другу Вольфгангу Болэю, что геометри- 
часное построение правильного 17-и угольника могло бы 

. одно. украсить его могильную плиту. Под влиянием другого 
его друга Бартельса молодой Лобачевский глубоко изучал 
Рвашзолез и в 1813 г. представил работу, относящуюся к 
зеорин деления круга (см. его алхебру ги: ХУБ. Панже см, 
мою `бнографию Побачевскаго СПБ. 19° $ г... 

ва у Н. мере. Тпеопе дег АрейзсВеп ра Кбгрег (Аа та. 
ни 9): 
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Таково содержание классичаского  сочиневия 
Гаусса, справедливо занимающего место в ряду ве- 
личайших созданий человеческого гения; порази- 
тельного тем более, что она написано было молодым 
человеком, не достигшим еще 24 лет. Подобно 
Рипар!а па фегпайса рА{озорае пафигаИз Ньютона 
или Ривер ез оЁ{е Питап Кпо\Йедае Беркли, оно 
не могло быть сразу понято и оценено. Через два- 
дцать лет после появления Г/5аи!<опез, говорит 
Куммер в своей речи, посвяшенной памяти Лежена-—- 
Яирихле *), никто из живших тогда математиков, 
не мог вполне оценить и изучить эту книгу. Первый, 
кто овладел ею и задался целью разъяснить ее 
трудные места и сделать тахим образом илеи Гаусса 
ростояцием всех математиков, был Дирихле, и Ди- 
рихле преследовал эту цель в течение всей своей 
жизни, Биограф Гаусса Сарториусфон Вальтергаузен 
рассказывает, что подобно 1эму как священники не 
расстаются с своим молитвенником, Дирихле, до конца 
своей жизни, во всё свом путешествия бралс собою 
изношенный, вышедший из переплета экземпляр 
[15а Нопез. И теперь после появления многих 
комментариев к [ди юпез, после того кан идем 
заложенные в них, получили развитие и пополнение, 
2очинение Гаусса не потеряло своего значения. На 
многие столетия, читаем мы в лекциях Кронекера, 
это первое научное систематическое изложение 
теории чисен будет служить неисчерпаемым истонч- 
ником арифметических исслепований. 

Пваимопез не есть единственный труд Гаусса 
по тесрим чысея. Им самим было издано несколько 
мемуаров. имееюшщих громадное значение; в его 
рукописях ‘нашлись отрывки работ незаконченных, 
но касающихся важных, не затронутых в 05911514005 
зопросов. Я лолжен ограничиться кратким указа- 
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ниём содержания всех этих работ ‘для того, чтобы 
ыметь возможность попробнее остановить внимание 
на тех основных идеях Гаусса, которые опреде- 
лили ход развития теории чисел в течение ХХ 
столетия. Часть этих рабёт была напечатана еще 
при жизни Гаусса, другая часть--после его смерти 
и вошла ’в 1-Й том полного собрания его сочинений, 
вышедший в 1863 г. и снабженный примечаниями 
ШШеринга и Дедекинла; наконец, благодаря любви 
кнауке и настойчивости проф. Клейна, были изданы 
сначала дополнительный 8-й том, заключающий в 
себе Также многие интересные отрывки из рукописей 
Гаусса, затем дневник адерину проливающий яр- 
кий свет на работу его юношеских лет; продол- 
жается также разработка эго рукописей для поп- 
готовляемого нового издания, десятый том ното- 
рого будет содержать в себе новый материал, 
извлеченный из рукописей Гаусса *). 

По содержанию мемуары и отрывки, сохрани- 
вшиеся в рукописях Гаусса, могут быть разделены 
на несколько групп. 

.Первая Группа мемуаров посвящена главным 
образом доказательству закона. взаимности. Не 
тольно недостаточное доказательство Пежанира, но 
и ванные самим Гауссом в Гузашь!юпез два дока- 
зательства не мотлИ удовлетворить его-- первое по 
чрезвычайной сложности, второе как основанное 
на соверизенно посторонних соображениях, и он 
естественно был привелен. к разысканию новых 
более простых и более естественных доказательств. 

. К этому побуждало его также желание распро- 
странить законы теории квадратичных вычетов на 


*} Об холе этой работы проф, Клейн время.от времени 
«ообщает в МасьИсМеп Геттннгенского общества. Цевятый 
отчет помещен в томе за 1911 г. и представляет большой 
интерес для теории ассииптотических законов (см. дальше 
глава ХИН). 
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Зычеть: кубичные к биквадратичные; этим вопро- 
<ом он, как видно из его дневника, заинтересовался 
тотчас после издания Г/здуопез. В результате 
настойчивых стремлений Гаусс нашел еще шесть 
показательств. 

По простоте и естественности стоят на первом 
месте показательства третье и патое, опубликован- 
ные в 1808 п 1818 г. *). Эти доказательства  осно- 
заны на замечательной лемме, которая носит на- 
звание леммы Гаусса (она есть следствие теорем 
$ 106 ГАзашешопез м теоремы, данной в мемуарах 
1808 и 1818 г.) **). С помощью символа Лежанлра она 
может быть формулирована следующим образом 


бено"” 


тле } (а, Р} есть число отрицательные абсолютно 
наименьших вычетов (по модулю р) произведе. 


ний: Г, 4, 2. 4. . 4. Отсюда нмеем. 


2 
219: ра р св, 4} 
(0 
Таким образом доказательстве закона взаимности 
р“ /9 5.9 
М 9" 


сводится к доказательству сравнения 
14-1 
{0:2 Ф 9-7; 1 < (мои2). @ 


Как оба доказательства Гаусса, так и другие до- 
казательства, основанные на его лемма, сворятся 
к показательству сравнения (|), ио идут к. этой 


9) Тьвоседав атёглейс: детолзгабо пом, 1808. (№. В.) 
Тнеотегейв ‘Типфаглегиа!з |п доста де гедше чцадгаНсь 
детопеганопез её атрбацопезпоуае 1818. (\. Ва. 1.) 

#*) См, Введение в анализ вып. 1. 
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цёли различными ‘путями, Подробный анализ цока- 
зательств Гаусса и новые доказательства закона 
взаимности даны Кронекером в ряде замечатель- 
ных мемуаров, помещенных в Ш`и 1} томе собра- 
ния его сочинений, Обращаем особенное внимание 
на мемуар „Наименьшие абсолютные вычеты ве- 
шественных величин“ *), в котором Кронёкер между 
прочим показывает тесную связь между третьим и 
пятым доказательствами: Гаусса: пятое доказатель- 
ствоесть логарифмическое преобразование третьего. 
Прибавим, что как в лекциях Лежена-Лирихле, так 
ив ‚Теории сравнений“ Чебышева дано трётье. до- 
казательство в несколько, видоизмененной форме. 
Пятому и трёльему доказательствам Гаусса посвя- 
шен также мемуар Фробениуса: ЦеБег 4аз диаага: 
Нзсне Кеартоси цезеы (Ве|тег Вейсще 1914). 

Что касается цо других довазательств Гаусса, тв 
четвертое И шестое основаны на теории деления 
круга. *) 

Позже пругие локазательства, основанные на 
уеории деления круга, были наны Коши, Эйзен- 
штейном, Якоби, Лиувиллем и Лебегом. 

Наконец сельмое и восьмое доказательство 
Гаусса основаны на теории функциональных сра- 
внений, Они даны в Ала!уз!5 гезАиогат, который 
по первоначальному плану Гаусса должен был 
вхолить.в Риз Нопез, как восьмой. отдел, ***) 


#) \Меже Ва Ш. $, 113. 
#2) \Меще Ва И, 
$) Излажению различных доказательств закона. взаимно“ 
ти Посвящена конорафия Ваштдана: „Цврег фаз дата. 
$зсве ВефргосНаздевей, 1885, См, также ВасБтапя. Мецеге 
2ащетеоне. 1902 г. стр. 200—286, На этих 86 страницах 
автор .подробне анализирует более 45 доказатёльств закона 
‚взаимности, ‘найденных © 1796 г. (парвое доказательстве 
Гаусса) до нонца Х!Х ‘толетия. Большинство этих даназа- 
‘тельств основано на лемме Гаусса `Из них наиболее простое 
поиналлежит Целлеру (это доказательство привелено мною 
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Вторая группа работ Гауееа (Тнеома тезфиопии 
анадгайсогит-—\Мегке В4.!) и отрывки, относя 
шиеся к теории. кубических и биквадратичных вы- 
четов--характеризуется главным образом введением 
в арифметику комплексного числа. Эта плодотвор- 
ная идея при ее пальнейшем развитии привела к 
созданию арифметической теории алгебраических 
чисел и функций, которая, как мы уже имели слу- 


в Введенни в &нализ вып. 1. 8.54). Его считает самым про- 
стым Дедекиих в статье „Цебег еп ФеЙегоспей Ве\ез вез 
Чиааг. ВестргосиаззаЕг“, помещеной в юбилейном сборнике 
Вебера (\еБег-Рейзен! М. 1912), Мз других доказательств. 
основанной иа з0Н ме леммё упомянем доказательства 
Эйзенштейна (см. Граве. Элементарный курс теории чисел 
Киев 1914), Шеринга, Ланге {приведенное в @шп@ейтей 4ег 
`пенегеп 2аМепеоце.Васбтапг’а 1907), В. Я. Буняковского. 
Теория деления круга применена к доказательству закона 
взаимности нроме Гаусса также Эйзенштейном (Манета- 
изсне Абвапипдел). 

На теории хвадратичных форм осиованы два замечатель- 
ные доказательства Куммера {АБИ, Вец, АКа4. 1861). 

Отметим наконец оригинальное показательство, ванное 
Золоторевым, Наш талантливый математиы основываег свое 
доназательство на теореме: если р есть абсолютна простое 

й 

число, к-- число взаимнопростое с рло символ Е равен 1-1 
` 


или — 1, снотря по тому получаезся-ли ряш наименьших 
положительных вычетов чисел 1 в, 2 к... (р--1) к при чет 
ном или нечетном. числе перемещений двух. чисел. из 
ряда 1,2,. р-1. В выше упомянутом мемуаре Фробениус 
обращает большое знимание на доказательство Золотарева. 
Из’ определения символа Якоби-Лежандра, данного Золота: 
ревым, особенно ясно вилно, что этот символ есть группо- 
вой характер (СгиррепеНагакег). 

Очень поучительно также изложение различных способов 
доказательства закона взаимности двух простых чисел в 
прекрасном „Отчете о теории чисьл С. Смита, (ога чо! |,^ 
за который мы обращаем особенное внимание читателя. 
Камилл Жорцан в словах, посвященных памяти английского. 
ученого, справедливо говорит, что в этой арифметической 
энциклопедии одинаково поравают и глубина эрудиции н 
серьезность критини (С. ®. 1883 у. 95). 
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чай сказать, составляет ейну нз наиболее важных 
и интересных областей современной математики. 
(Об ней мы булем говорить в главе Х]. Не менее 
плодотворное влияние на развитие ‘теорми чисел 
имели несколько странии реферата, написанного 
Гауссом по поволу исследования Зеебера о тер- 
нарных квадратичных формах. На этих страницах 
Гаусс указал, какую громадную пользу прино- 
сит пользование геометрибескими представлениями 
м первый из математиков взодит в геометрию но- 
вый объект геометрического исследования: про’ 
странственную решетку (см. гл. Х!). 

Наконец $ 302 — 304 (/зашопез, напечатанный 
уже после смерти Гаусса мемуар о связи чиспа 
классов бинарных форм с их опрелелитенен 
вместе с найденными еще пезже замечательными 
отрывками, являются первыми исследованиями в 
области асимптотических законов и относятся к 
аналитической теории чисел (см. гл. Х!!). Наравне с 
овновною характеристическою особенностью СУван!- 
зИюпез, отличающею эту книгу даже от глубоких 
исследований Лагранжа и заключающейся в. систе- 
матическом проведении. 1} идеи о классе и мето- 
дическом ‘пользовании линейными преобразова 
ниями с целыми коеффициентами, три ицеи Гаусса: 
2) ввецение комплексного числа, 3) пользование 
геометрическими представлениями и 4) идея о 
тесной связи теории чисел < анализом имели вы- 
дающееся значение для ясега дальнейшего разви 
гиа теории чисел, 

В виду этого наше дальнейшее изложение этих 
идей Гаусса и их развития его гениальными после- 
пователями составит предмет следующих, четырех 
глав нашей работы. 


х. 
Основные идеи“ современной высшей 
арифметики: 


Врифметика есть учение о 
зетных и нечетных ‘числах. 
Платой. 


$1. Распределение чиселтна классы пб модуню и опе- 
ращни над нлассами. Группа классов. 


Уже введение понятия и обозначения ёравненил, 
которым начинаются [15415 Шопез, важно не только 
потому, что благодаря ему отнрывается важный для 
‘учения о сравнении путь аналогии между свойствами 
равенсткв и свойствами сравыений, которым, как 
Гаусс так и’друтие ученые после него широко поль- 
зовались *). Оно еще важнее потому, что ярко. вы- 
ставляет и подчеркивает основную характеристиче- 
<вую черту учения о целых числах, которая про- 
ходит насквозь через все учение, начиная с наибо- 
лее элементарного отдепа (учение о сравненияк 
для ряла чисел 0, 1-52, +3,..) и кончая наиболее 
трудными и абстрактными отделами современной 
высшей арифметики (теория форм, арифиетическая 
теория: алгебраических чисел и функций), Эта ха- 
рактеристическая черта состоит в понятии © клаве. 
`Первый отдел вводит (самый термин ощнако отсут- 
ствует) для целых чисел понятие-о жласее, совокуп- 
ности чисел, обладающих некоторым общим свой- 
ством, выделяющим эти числа из всёго рада нату- 
ральных чисел” Такая совокупность может быть. 
рассматриваема как’ некоторое целое, и’ такие 


=) Си. напр. замечательный мемузр Пузноо „биг гаррИса- 
Чоп 4е ГащёБке & [в Вёопе 4ез потьгез (Мётойез 4е "Асад. 
Чез зелсез 4е Райз.ч, М р.99} Эта аналогия разрабатыва- 
лась также французским академиком Либри, о печальной 
карьере которого мы говорили в главе о Фермеле. 
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совокумноети магут` самн сделаться кредметом 
операций, 

В элементарной теории сравнений, класс есть со- 
вокупность чисел, нающих один и тот-же остаток 
при делении на некоторое данное число т (которое 
называется модулем). Число классов, на Которые 
распрелеляются тогда. все числа, конечно и равно т. 
Эта хонечноеть числа классов также характеризи- 
рует арифметику. В каждом классе можно выбрать 
одно определенное число, которое эредетавляет 
собою все безконечное число чисел класса. Таким 
зребставитенен упобнее’ всего сначала выбрать 
или наименьшие положительные или наименьцие 
абсолютные вычеты. Все числа М нласса, имею- 
шего представителем число г, могут быть предста- 
влены под вилом мх-|-г (у Эйлера, Лагранжа и Ле. 
жандра употребляются выражение: г-|- кратное от *"). 
В Гауссовском обозначении М==г (мол #8), как-бы 
подчеркивается, что рассматривается весь класс, 
как целое, а не его ‘отлельные числа, соответствую- 
шие тому или пругому значению числа х, что число 
х не имеет значения, что оно есть, по выражению 
Сильвестра, только тень (иглЬга); важны только число 
т, как определяющее распределение чисел между 
классами, и’число г, характеризующее каждый от- 
дельный нласс. Вследствие введения понятия © 
классе, основные свойства сравнений, излагаемые 
в первом отделе Гуа! Нюпез могут быть формулиро- 
ваны иначе. Так теорема о сложении сравнений ($ 6) 
заменяется теоремою: „если число х принадлежит к 
классу.В, чибло В — к классу В, сумма «-{-8 к классу 
С, то’ сумма чисел о’ и, соответственно принал- 
лежащих к классам А и В, ‚ приналлежит к классу С*. 
Это новая ‘формулировка позволяет распространить 
На классы операцию сложения и ея терминологию 
и символику: ‘Класс С будет‘сумма классов А ив 


{< =А- В), 
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Операция сложения кнасеов обладает очевилно 
свойством коммутативности и ассоциативности *) 
.В=В.-А 
2. в--В+-9- (А-В С 
но обладает и третьим свойством, ноторое мы, 
следуя примеру некоторых авторов, назовем свой 
ством монотонии, По этому свойству: 3. если 

А--В==А'--В, то А =А’ и спедовательно (прн-, 
нимая во внимание 1) если А--В=А-Р В’ то 
В= В. 

Подобным же образом теорема об умножёнин 
сравнений ($ 8) может быть формулирована вкратце 
следующим образом: „Какое-бы число класса А 
мы ни умножали на какое-либо число класса В, 
произведение всегда принадлежит к одному и тому 
‚же классу С“. Операция получения из чисел клас- 
сов А и В чисел класса С может быть названа умно 
жением классов; ‘клас С есть произведение клас- 
сов АиВ (С=АВ). 

Операция умножения асть очевияно также опе- 
рация коммутативная и ассоциативная: 

1. АВ-=ВА 
2. А (ВС)-=(АВ) С. 
Эти лва свойства применяются одинаково в спучае 
простого и сложного модуля. Что касается до свой 
ства монотонии, то оно в случае проетою модуля р 
сохраняется только в том случае, если мы исклю- 
зим класс О,т, е, класс чисел делящихся на р; так 
нак из сравнения наз=ьЬ (мод р} не следует, что 
(мод’р}, если к=о (мод’р), то из равенства 
ОА -=ОВ не следует равенство классов А и В. 


Что касается во оставшейся совокуиновти р--! 
влассов, то она характеризируется по отношению 


+) См. мое „Введение в анализ" вып. Е 
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® операции умножения следующими тремя’ свой- 
ствами: 1. Из цвух классов совокупности (различ- 
ных или тожественных) путем умножения состав- 
ляется третий, принадлежащий. к той же сово- 
купности.—2. Умножение классов есть операция 
ассониативная: А (ВС) .:= (АВ) С.—3. Из равенств 
АВ == В’В ипн ВА = ВА” следует равенство А = А`, 
Всякая совокупность конечного числа элементов 
{чисел, вешей, операций, классов и т. п.}, обла- 
дающая тремя свойствами: `1. из двух элементов 
путем некоторой операции составляется третий 
(элементы могут быть различны или тожественны). 
2. операция составления есть операция ассониатив- 
ная иЗ, монотонная — называется конечною группою; 
число ея элементов называется порядком группы *). 
Следствием этих свойств является во первых, 
сушествование единицы (главного элемента группы) 
Н (АН-=: НА-А), ‘во вторых, возможность найти 
для всякого элемента А обминный элемент В, так 
что АВ -=Н. Элемент В обозначается А”. Если 
операция, которая служит к составлению Злементов, 
есть операция не только ассоциативная) но и 
коммутативная, то группа называется Абелевою. 
Группа р—1 классов есть очевидно Абелева 
группа. Взявши какой‘либо класс В, мы получаем 
из него классы А, А", А*,. В"..: Так-как ‘число 
классов конечно, то между этими-классами должны 
встретиться два тожественные В‘ и В"*, Отсюда 


4) Это определение группы дано Вебером (1882) в статье 
посвященной показательству теоремы, что каждая собственно 
примитивная квадратичная форма может представить без- 
гонезное множество простых чисел (Май, Ап, Ва. 20).В по- 
следнее время аксиоматичесное исследование групп было 
предметом работ американских математиков Диксона, Мура, 
Гентингтова и др. Историческия сведения о теории групи, 
читатель может найти в нашей бровпоре: Математика. 
Казань 1916. 
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следует что, В -=1. Применяя доказательство; данное 
Эйлером для теоремы Фермата, мы находим, что 
|- показатель, к которому приназлежит В (степень 
нласса А или’‘число чпенов периопа) есть лелитель 
порядка группы, т. е. числа р—-1. Отсюва, как мы 
видели, вытекает теорема Фермата, которая может 
быть формулирована: А* *.-=1. 

Ловазанное Гауссом существование первообраз- 
ного корня 4 для всякого простого модуля р дает 
возможность рассматривать все р--1 классов, как 
стёпени олного класса, который называется осноз- 
мии. Подобные ‘конечные группы носят название 
циклических и изучались еще Лагранжем в теории 
перемешения букв. 

Перейдем теперь к случаю сложного модуля т. 
Мы должны тогиа для того, чтобы получить зрулну 
классов, исключить все классы, представители ко- 
торых суть числа, имеющие общего делителя с мо- 
пулем пт. (исключенные классы Кранекер называет 
пелителями О}, ибо иначе совокупность классов не 
обладает, как легко випегь, монотониею. Оставшиеся 
т} классов, которые называются де ‘ктелялие 
«диницы, или короче’ единицами по малулю п. 
обладают всеми четырьмя свойствами, характери- 
зующими Абелеву груплу. Но так как для произ- 
вольного сложного числа пп ([Заие. 5 {92}, за. исклю- 
чением случая, когда пп есть или степень простого 
нечетного числа илн удвоенная стелень простого’ 
нечетного числа или наконец равно 4) не суще- 
ствует первообразного корня, то не имеет места и 
то прекрасное свойство, по которому имеются числа, 
которых пернод содержит все числа взаимно-простые 
ст", и поэтому группа 2 '®9 классов не есть группа 
циклическая. Но как к Абелевой группе к ней`при- 
менима тогда одна из важнейших теорем теории Абе- 
левых групп: теорема, опубликованная почти‘ одно- 
зременно Шерингом (1868 г] и Кронехером (1870 г.). 
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Теорема эта, повидимому, известная Гауссу *), была 
найдена \Шерингом при изучении композиини 
форм **). Кронекер, со свойственною ему способ- 
ностью и любовью к обобщению, увидел, что прин- 
ципы этой теоремы пе зависят от того вопроса, < 
которым она была связана у Шеринга, и принад- 
пежат более обшей и более абстрактной сфере 
идей **). Эту сферу идей мы называем теперь 
абстрактною теориею групп 

В приложении к элементарному примеру группы 
> ы классов теорема позволяет представить каж- 
лый из этих классов в виде произведения степеней 
нескольких осноенаш классов, 

Лля уяснения этой теоремы возмем пример гп. 45. 
Все 24 класса делителей единицы пренставляются 
пол видом произвенения степеней двух классов 


2и 44, т.е. пов вином 2% 4 Так нак 2 имеет 


лернопом 12 (2==1), а 44--периодом 2 (44 =-=1), то 
& может ‘принимать значения: 0,1..11, 8. Комби- 
нируя все возможные значения а и’В, мы и полу- 
чаем все 24 класса, так, например,? == 2.744,17 —21, 
Вообще, в случае основных классов В, В С... 
имеющих периоды а, Ъ, с... всякий класс может 
быть представлен под видом Я“ ВЯ СТ.., причем 
« принимает значения ОЛ„а, 3.-—значения: 0,1... 
рит л. Система показателей а, 2, т,.. совпадает 


*) \еке В4. И. Мемуар на франц. языне: доказательства 
некоторых теорем, насаклшихея пернодов хлассов бинарных 
форм второй степени. 

2+) Ме Рипдатецы!Явззей Зег гизалипевзеыфатеп ай!- 
заейзсвеп Рогтеп. АБР, 9. Кд|. без. ха Чб топ 1868. 

+4?) Анзеапаегвебийа ейидег Наепзсвайей еаьг 
согпр!ехег РаНеп (\Мегке Ва. 1..171—183). 

*9%#) Желающие познакомиться соснованияии абстрактной 
твормёй групп могут обратиться к первым главам второго 
тома Илгебры Вебера. Из более подробных сочинений ука- 
жмем Шмидт. Абстрактная теврия групп, Киев, 1916 г. 
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< системою ‘указателей (индевсов), определение но- 
торой лано Гауссом в П/з юпез *). 

Если мы параллельно с группою (т классов 
будем рассматривать. кзонорфию с нею группу 
чисел ® ®, степеней первообразных корней 
уравнений: х".-1-.=0,х’--1==0,... то легко найдем, 
что кажпому классу соответствует определенное 
число — и о... — керантер. 

Общая теория характеров групп развита Фробени- 
усом в его замечательных мемуарах по теории групя. 


2, Особенные свойства кпассов 1 (нисловый пун) н 
кпасса О (одночпенный модуль). Миогонленные модули. 


Отдельные классы, рассматриваемые как инди- 
видуумьы, могут, подобно чиспам, ‘иметь свои спе- 
циальные свойства м в современной теории чисел 
изучение этих свойств оттесняет изучение свойств 
отдельных чисел. При всяком модуле’ как простом, 
так и сложном, особенный интерес представляют 
ива класса; класс 1 и класс 0, 

А. Особенность класса 1 заключаетёя в том, что 
его числа воспроизводятся путем умножения и де- 
ления {по модулю). Действительно если &-.1 (мод. п) 
и 31 (мод, п), о ия 321 (мод. т), т. е. произ 
ведение двух чисел класса 1 есть число того жё 
класса. Употребляя пля обозначения числа х удо- 
влетворяющего сравнения .чи:^8’(мод. пп) обозна- 


7 (мод. т), мы легко докажем, что если 


чение х == 


=: мол, т) м 3:21 (мод. т) то н 57 | (мол. то). 


Совокупность чисел, воспроизвопящияся путем 
умножения и деления, Фютер **} предложил называть 


*) См. об этом РИеМек, УоНезаицеп $ 127 131, и Кго- 
пекег, Уопезипде (1901), 19-лекцие, 

) См. Еивгег, Твеоце 4е5 2а маме (СтаШе:з Гоца. 89. 130 

\Мерег употреблял тёрмил: „ЖеРМогиррел“ (Ма. Ап. Ва. 48). 


числовым лучем. Другой пример чиспового луча 
представляет совокупность всех квапратных вычетов 
данного числа, как результат свойства символов 
Лежанира и Якоби: Е 6) = р } 

Б. Еще большее значение имеют те совокупности 
чисел, которые воспроизводятся операциями сло- 
жения и вычитания и которые Дедекинд в своих 
замечательных работах по арифметике алгебраиче- 
ских чисел предложил называть „модуляция 

Класс 0, т. е. совокупность всех чисел кратных 
некоторого числа т, есть очевипно пример модуля, 
Этот модуль мы будем обозначать (п) и называть т 
основанием одночленного модуля (п). Так, например 
(5) есть совокупность безконечиого ряла чисел: 

—9, 0,5, + 10,-+- 15,.. Из всей совокупности 
вещественных целых чисеп можно выделить и 
другие совокупности, обладающие тем же характе- 
ристическим свойством модуля. 

Возьмем определенные целые числа п, п, р... и 
придадим х, у, 2,.. всевозможные целые значения, 
тогда ° совокупность чисел вида тх-|-пу-— ри-|.... 
очевидно есть ‘модуль. Но т. п, р,.. могут быть 
и произвольные числа (иррациональные или ра- 
циональные); по прежнему совокупность чисел 
тх-- оу -+- р --... будет модулем, который будет 
обозначаться знаком (т, п, р,...); числа т, п, р... 
называются основанием многочленного модуля. 
Не имея возможности попробно излагать теорию 
многочленного модуля, мм остановимся на важ- 
нейших свойствах одночленного модуля. 

На модули распространяются понятия делимасти, 
делителя, кратного, общего наибольшего делителя, 
наименьшего кратного, 

Мопуль (т) делится на модуль (п), если все числа, 
входящие в модуль т входят в модуль (п). Так все 
числа модуля (10) очевидно вкопят в модуль (2) и 
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следовательно модуль. (10) делится на мовуль (5), и 
модуль (5) есть делитель. модуля (10) ). 

Бузем иногда обозначать это отношение. между 
модулями знаком <; так (6) <(3). 

На основании этого определения модуля общий 
делитель модулей (т) и (п) есть очевидно совокуп- 
ность чисел, включающих все числа модуля (т} и 
модуля (п), т. е. все числа вида шх и пу, где хну 
суть пепые числа; и по опрелелению модуля, он 
будет включать следовательно и числа вида шх -|- пу. 
Но он будет включать и другие числа. Так наприм., 
общий делитель модулей: (24) и (30) будет включать 
в себе и числа модуля (3), так как всякий делитель 
молулей (24) и {30} включает в себе числа этого 
модуля. 

Напротив, общий- наибольший делитель 2 мояу- 
лей в == (п) и ›==(п) (Делекинд обозначает этот 
новый модуль 2. символом (4 — -з **) нключает в себе 
‚только числа випа тх-!- пу. . 

Так как`одна из основных теорем теории чисел 
заключается в том, что всегда можно найти два 
целые числа х и у так, что тх.-- пу==8, где есть 
общий наибольший делитель чисел т и п, то сле- 
повательно модуль 2 содержит в себе число 8. 
Все его числа суть кратные 8, т. е. он совпадает 
с модулем (5). Таким образом двучленный модуль 
(п, п) приводится к одночленному (6) н легко видеть, 
что и всякий многочленный модуль приводится к 
одночленному модулю (5). 

Аналогично с определением делителя и общего 


*) Определение делителя противоречит отношению между 
„объемами“ модулей, г, в. в делитеде больше чисел, чем 
ценимом т, е, его кратном. Но зато сохраняется аналогия 
целимостью' чисел. 

"5) Операция сложания модулей есть, очевидно, операция 
ассоциатианая и коммутативная, но мы имеем. добалочный 
закон в. -- в подобно тому, как это имеет место в. ма: 
тематической логике для умножения понятий. 
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наибольшего. пелителя можно дать опрёлеление 
кратного и наименьшего кратного двух или боль- 
шего числа модулей. Модуль М-—нанменьшее крат- 
ное пвух модулей (Дедекинд обозначает модуль М 
символом разности »—* *)-есть совокупность чисел 
одновременно принадлежащих к обоим модулям. 
. Например для модулей (24) и (30) наименьшее крат- 
ное есть модуль (120). 

Над модулями, как Нар, математическими инди- 
видуумами, можно производить операции. Особенно 
важное значение, как мы увидим в следующей 
тлаве, имеет операция умножения. Произведением 
двух мовулей ви» Дедекинл называет модуль, за: 
ключаюший в себе все числа, получающиеся путем 
умножения какого-либо числа первого модуля на 
какое-либо число второго мопуля, а также ‘и все 
числа, получающиеся от сложения подобных произ- 
зедений. Так произведение двух модулей (3) и (5) 
будет заключать в себе произведение всякого крат- 
ного числа 3 на всякое кратное число 5, а также и 
все числа, получающиеся от сложения подобных 
произведений, и 

Очевидно, операция умножения модулей есть 
операция ассоциативная и коммутативная. Роль 
единицы играет здесь, очевидно, мовуль (1). Вместе 
< умножением модулей опрепеляется и операция 
возвышения в степень, законы которой тожественны 
< законами аналогичной оперании ‘над числами, 

Определения, данныя для одночленных модулей, 
переносятся без труда на молули. многочленные. 
Но, как было выше указано, пока мы рассматри- 


*} Предоставляем читателю найти законы операций нахо- 
зрения разности модулей. 

В статье: \/аз эп ии мае зоПеп 4 е 2аМеп (русский перг- 
зод в Казанском сборнике по основаниям арифметики) 
Деденинд называет модуль М- общностью Чететкей), Вебер 
употребляет термин: сечение (Пигебзсний). 
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ваем ‘исключительно целые вещественные числа, 
теория многочленных модулей является ненужною, 
так как всякий многочпенный множитель может 
быть заменен одночленным. 

Теория многочленных модулей {Кронекер и его 
школа употребляют предпочтительнее термин: си- 
стема модулей или делителей), приобретает напро- 
тив громадное значение, если мы будем рассматри- 
вать или числа какого-либо алгебраического тела 
(см. гл. Х1) или целые функции от переменной с це- 
лыми коеффициентами (см, 6 5). Но прежде чем 
перейти к этим двум замечательным обобщениям 
обыкновенной зрифметики, начало которым поло- 
жено также Гауссом в мемеуарах, изланных после 
Оващеюпез, полезно возвратиться к понятию о 
классе и дать возможность познакомиться © дру- 
гими частными случаями этого общего понятия. 


55. Распределение бинарных нвадратииных форм на 
классы й компознция киассов, 


В У-ом отделе ГузацНопез, понятие о классе и 
операциях нац классами выступает у Гаусса еще 
опрецеленнее, чем в первых двух отделах, посвя- 
щенных числам. Понятие о классе является важней- 
шим. результатом теории приведения; операции над 
классами изучаются в теории композиции форм. 
Аналогично конечности числа классов чисел по 
данному модуяю, число классов собственно при- 
митивных квалратичных форм панного определителя 
есть число конечное. Все формы одного и тога-же 
класса могут представлять только одни и та-же 
числа, так что решение вопроса © представлении 
зиспа < помошью формы данного определителя 
свовится к решению вопроса для конечного числа 
приведенных форм. В каждом классе можно вы“ 
брать только олну приведенную форму, которая 
будет таким образом представителем класса, пс- 
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добно тому, как в каждом классе чисел можно 
выбрать олно число--представитель класса, 
Теория композиции форм изучает составление 
форм посредством умножения и, нак мы видели 
(Гл. (К), на оснований основной теоремы этой тео- 
рии, приволит к ‘определению олерации умножения 
классов форм. Эта операция есть операция аесо- 
циативная и коммутативная и яа основании этого 
совокупность классов форм имеет все четаре 
хвойства, характеризующие Абелеву группу. Таким 
образом к совокупности всех классов приложима 
теорема Шеринга-Кронекера. Классы главного рола 
составляют также Абелеву группу. Если все классы 
главного рода могуть быть выражены степенями 
одного и того-же класса @, т. е. группа классов есть 
группа циклическая, то мы получаем полную анало- 
гию с теориею степенных вычетов числа; класс Я 
играет роль первообразного корня. Гаусс называет 
опрелелители, при которых имеет место этот случай, 
правильными ($ 306); в противном случае определи- 
тели называются неправильными. Во втором случае 
на основании теоремы [Деринга-Кронекера мажно 
найти некоторое конечное число основных классов, 
так что каждый класс главного рона может быть 
выражен произведением степеней этих основных 
классов и охарактеризирован системою указателей. 


$4. Классы в теории ивадратинных иррациональностей, 


Теории приведения форм, равно как`и теории 
композиции, Гаусс придал строго выдержанную 
апгебраическую форму, вследствие чего изучение 
композиции форм в изложении Рузашяюпез пред- 
ставляет большие трудности. Не желая прибегать 
к разложению на мнимые множители, Гаусс не 
прибегал и в случае форм с положительным опре- 
делителем к разложению на вешественные ирра- 
циональные множители. Однако, есть основание 
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думать, *) что Гаусе. при «вонх выводах поль“ 
зовался таким разложением и только, попобно‘ 
Ньютону в его Рипспуа, предпочел синтетическую 
форму изложения. Дальнейшее развитие теории 
чисел, основанное не только на внимательном изу- 
чении Г\за\зопез, но и на сближении ‘теории 
чисел с другими отцеламн высшей математики, 
позволило придать теорни Гаусса иную Форму 
арифметики квадратичных иррациональностей или, 
иначе говоря, чисел нвапратного тела. Невоб: 
ходимо, хотя в самых сжатых чертах, познако- 
миться с этою иною’ постановною теории бинар- 
ных форм. 

: Кажлой бинарной квапратичной форме ах? -|-вху-| 
су? ‚соответствует уравнение 2-ой степени а® 
'-ви |-с=20 и’ следовательно. пва. корня ‘этого 
уравнения ®, и Назовем тлавным один из них, 


ъ--га 
а именно порень — : 


‚где, если 4 положитель- 


но, корень взят со знаком =, если же а отрица» 
тельно, то —1"4 положительно. 

Мы можем обобщить вопрос — рассматривая 
уравнение 2-Й степени с произвольными веше- 
<твенными коэффициентами; ‘так что главный ко- 
рень будет произвольным комплексным числом 
х-:-1у (у-:0} и ввести понятия об эквивалентности 
чисел и о киеве, называя эквивалентными числами 
мли числами, принадлежащими к одному и тому. же 
классу, все числа получающиеся из опного накото- 
либо с помошью  униморулярного линейного 
преобразования Тогва можно’ **) в илассе 
найти олно ‘приведенное число, удовлетворяющее 
неравенст вам: Вх: к нули спел. уз 9 


) КЕ. Ачзденавие Уопезипдеп дег Хаметнеоне 1896. 
+*) Редекта. ЗебгеБеп ап Негги Вогсрага# прег @е Тиеопе 
де. еЙтрнсзрев Мод! пксНойер. СтеНе’в бчгоат, Ва. 83 (1877). 
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Понятно, что привеценные числа всех классов 
наполняют некоторый континуум (соответствую- 
шее геометрическое ‘представление бупет указано 
далее в главе ХИ}; число классов таким образом 
безконечно велико. 


В том частном случае, когпа уравнение 2-ой сте- 
пени имеет целые коэффициенты, т.-е. соответствует 
бинарной квадратичной форме, изучаемой в теории 
чисел, корни уравнения имеют форму ху 1 9, гле 
х иу сутБ целые или рациональные числа; что 
касается до 4, то, не нарушая ‘общности, мы мо- 
жем считать 4 числом целым, отличным от ели- 
нины, и не имеющим квапратного- множителя. Со- 
вокупность всех чисель ®-=х--у 9, где х.иу 
суть рациональные числа, имеет то замечательное 
свойство, что алтебраическая сумма, произведение, 
частное двух таких чисел, а следовательно и вся- 
кая рациональная функция с рациональными коэф- 
финиентами есть число той-же совокупности, т.е. 
совокупность воспроизводится операциями сложе- 
ния, вычитания, умножения и деления полобно со- 
вохупности всех рациональных чисел. Дедекинд 
прелложилъ называть такую совокупность „телом“, 
желая ‘этим отметить органическое единство всей 
<овонупности. Рассматризаемая нами совокупность 
есть квадратичное тело и обозначается К. (74). 
Соответственно, тело рациональных чисел обозна- 
чается через К (1). 


В этом частном случае условия {И позволяют по- 
казать, что пля каждого данного опрепелителя 4 
существует только конечное число привезенных 
чисел, составляющих уже пискретную систему н 
следовательно доказать теорему, что число клас- 
сов квадратичных иррациональностей, соответствую- 
щих бинарным кзапратичным формам теории чи: 
сел, конечно. Эта теорема соответствует таким `об- 
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разом теореме о конечности числа классов бинар- 
ных квапратичных форм *). 

Тело ® (У9) заключает в себе совокупность кор> 
ней уравнения ‹? -- Ва-|- В= О, те А и В суть 
целые числа. Эти корни суть целые числа тела, 
Обозначая тогда буквою гп? зиспо 49 или $, смотря 
но тому, имеет ли место сравнение в первом слу- 
чае 4 или 3 (под 4) во втором 4 == (под 4), мы 
момем представить всё целые числа под видом 
Е-и рр, где фи м суть целые рациональные 
зисла, т,-е, пругими словами совокупность целых 
чисел, которые воспроизволятся лействиями сложе- 
ния, вычитения ‘и умножения (такие совокупности 
называются жольцаии), есть ивучленный модуль 

у 
Г, =] и такой двучленный модуль не может 


быть никоим образом сведен на одночленный. 


5. Освования теории цепых целоинсленных функций, 


Второй замечательный пример многочленного мо- 
дуля выволит нас из сферы чисел в более обшую 
сферу алгебраических величин, Высшая арифме- 
тива получает благодаря этому обобщению новый 
характер; вместо науки о целых числах она стано- 
вится наукою о целом. Элементами ея являются не, 
целые числа, но целые функпии от одной или не- 
скольних независимых переменных. Недостаток вре- 
мени и места заставляет нас ограничиться простей- 
шим случаем, когаа эти элементы суть целые функ 
нии от одной переменной и притом с целыми коэф. 
фициентами. Тогла обобщенными многочленными 
модулями является совокупность целых ‘фуннций 


*) Более точное определение отношения чиспа ‘классов 
‘иррацненальнсстей и числа классов. форм можно найти в 
мемуаре Вебара: „Тнеоне Чег Раагирреп" (Ман. Апл. Ва 48} 
и вето Алгебре (том Ъ, стр. 413). ^ 


484 


випа М, (,-|-М. Ч. СМ ЧЕ где М, Му. М 
суть панные целые функции, а Ч, Ц... Ш суть ка- 
кие-либо целые функции. Начало этой общей тео- 
рии мы находим также у Гаусса, который в напе- 
натанном после его смерти: Апа!уз!$ тефаиогит *) 
рассматривал целые фунвции в двух предполо- 
жениях: 


1) при модуле цепом чиеле р 
2) в случае пвучленного монуля [р, # (х]. 


В первом случае назовем лве функции сравни- 
мыми по молулю р или принадлежащими к одному 
и тому же классу, если коэффициенты при одина- 
ковых степенях переменной сравнимы по модулю р. 
Очевидно, что если мы не ограничим степени т, 
то число классов будет бесконечно велико. 

Если же мы будем рассматривать функции сте- 
пени лз (коэффициент при. х® есть поэтому числа 
не делящееся на р), то число классов будет’ ко- 
нечно и равно (р —1) р". 

Понятно, что нап этими влассами могут быть 
производимы операции подобно тому, как это было 
‘локазано в $ Т,и что законы этих операций тоже- 
ственны с законами операций над классами чисел. 
Функция А называется делимою’ на функцию В по 
мопулю р, если можно опрепелить функцию С так, 
что ВВС. (то4 р). Но и весь класс функций — 
это бесконечное множество функций—может-быть 
упопоблен целому числу и аналогично, ‘например, 
сравнению по мопулю числа т между числами 
мы можем рассматривать сравнения между клас. 
сами ло модулю класса. ` 

Два ‘класса функций или ‘их представители А и 
В будут сравнимы по отношению к классу функ- 
ции, представитель которого есть функция М == Кх), 


*} еще Ва И 
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если разность А-В целится на фунниню М (йли 
модуль М) по модулю. р, т.-в. если 


{СМ (мод р) 
или иначе ` 


А-В !- СЕ (РЕ ($). 


Вэтом случае А—В есть функция двучленного мо- 
пуля, основания которого суть функция 0-Й степени ри 
функция степени, па : 1(х). ФункцииА и В будутпринал- 
лежать к одному итому же классу по двойному модулю 
р, Е ®}}. Представителем класса можно считать 
функцию вида ахе-1-|-а,хш 
тде числа а, а, . . ав суть целые числа из ряла 
0,1,.... р. Число‘классов конечно и равно р“, 
К этим классам применяется вся теория классов, 
напр. имеет место теорема Фермата, по которой 
лля всяной функции Х не делящейся на функцию 

Е: д” 7 =1 (мод. р, Е). Совокупность влассов 
воспроизводится пействиями сложения, вычитания, 
умножения и деления и представляет поэтому ко- 
нечное тело, которое носиу название поля Галуа 
'1811 — 1832). Талантливый безвременно погибший 
математик ввел в теорию чисел особые мнимые 
числа, теория которых совпадает с теориею классов 
функций ло двойному модулю. 


$ 6, Важнейшие понятия ‹овременной высшей `ариф- 
^ метнкя. 


На протажении настоящей главы мы встретились 
с некоторыми. понятиями и терминами; одни из 
них даны самим Сауссом, большая часть соста- 
вляет естественное: развитие идей им положенных 
в основание современной высшей арифметики. 
Так нак наша науна в значительной степени харак- 
теризируется введением этих понятий, то мы снитаем 
полезным: более точное их определение и’приве- 


186 


дение их в систему. Их общая черта заключается 
в том, что все этн понятия суть частные случаи 
общего понятия замкнутой системы целых’ чисел 
{или целых функций)-или даже системы пругих зам- 
кнутых систем. , 
Так класс чисел асть замкнутая система чисел экви- 
`валентных по отношению к некоторой группе пре- 
образований. Класс целых чисел А по модупю т за- 
ключает в себе числа эквивалентные по отношению 
к группе преобразований х == А-!- п, класс квадрат- 
ных иррациональностей заключает в себе числа ®’ 
получающиеся из числа ® линейными унимовуляр- 


ными преобразованиями в 


9 
(8.1, 8.. суть целые числа). Мы встретились затем 
< рядом. систем целых чисел или чисел тела ВТ”, 
замкнутых по отношению к тем или другим опе- 
рациям, иначе говоря, образующим область, опре- 
деляемую этими операциями. 1) Если эти операции 
суть оперании ‘сложения и вычитания, то мы имеем 
„нодуль; 2). еспи`эти оперании суть операции умно- 
жения и деления-——пуч; ®} 3) если операция - сяо- 
жение, вычитание и умножение — вольно **) и. на- 
конец, 4) в случае операции сложения, вычитания, 
умяожения и деления — тело +**). 

На этом послепнем понятии, основном не только 
шля высшей ‘арифметики, но и для высшей алгебры, 
позволяю себе остановиться, Пока мы остаемся в 


_2) Вебер употреблял выражение: Ха югирре. 

Кронекер употребляя термин обларуиь недовты (Ниед- 
85 БегёфВ), Дедекинд термин зорлдк. Термин холико 
звецен Гильбертом в его Замечательном Очцете. 

23%) Кронекер называет такую систему областью рацио- 
нальности (КаНопа[Иая Бега"); англо-саксонские математики 
предпочитают термни поле. Русские авторы употребляют или 
пермин: область (Вельмин) или яоде (Граве) или корпус (Ша- 
туновсний). (Алгебра, как учение о сравкениях по фуикцио- 
взальным модулям», 
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области чисел обыкновенной алгебры самое обшёе 
числовое тело’ есть тело, состоящее из всех зеще“ 
ственных и комплексных чисел ‘вида а-НЫ. 

В нем заключается (и называется белишелем) 
$) тела, состоящее из всех вещественных чисел 
алгебраических, т.е, вещественных корней алге- 
браического уравнения с рациональвыми козффи- 
циентами. 2) Другим его пелителем является. тело; 
состоящее из 666% алгебраических чисел. Действи- 
тельно доказывается, что если ви 8 суть пва алге` 


в 
браические числа, то =В, аи $ будут также алге- 


браические числа. Обобщая эти термины, находим, 
что всякая рациональная функция произвольного 
числа алгебранческих чисел есть также алгебраи- 
ческое числа, В теле всех алгебраических тел за- 
нлючается #ольцо целых алгебраических чисел кор- 
ней уравнений хп -Г а,х”-1-|-а,х®-—?-|-....-Г аш = 0, 
где коэффициент при высшей степени есть 1, а все 
прочие коэффициенты суть целые числа. Действи- 
тельно, если а и В суть два целые‘алгебраические 
числа, то И $, а. суть пелые алгебраические числа. 
Доказывается *), что и корень всякого’ алгебраиче- 
ского уравнения, коэффициенты: которого-суть целые 
алгебраические числа, есть такжё целое алгебраиче- 
ское. число. На основании этой теоремы, если весть 


Е 
мелое алгебраическое число, тои Иа, И® | =] 
суть пелые алгебраические числа, 


Отсюда, очевидно, что арифметика‘ пелых алге- 
браических чисел не имеет ничего общего, с ариф- 
метикой нелых чисел, ибо всякое‘ целое алгебраи- 
ческое число может быть бесконечным числом 
способов разложено на произведение целых алге- 
браических чисел, и нерёзлагаемых целых чисел не 


*} Си, Введение в анализ. выс, 1, $ 23. 
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существует, Иное представияег собою арифметика 
чисел вива (2), определяемых корнем некоторого 
неприводимого алгебраического уравнения Р(х) == о, 
т.е. арифметика совокупности всех рациональных 
функций числа ис рациональными коэффициентами. 
Арифметика числовых тел или арифметическая 
теория алгебраических чисел составляет существен- 
нейшую часть современной теории чисел; ее обоб- 
щение — теория тел алгебраических функций-—есть 
основание современной высшей алгебры, созданной 
Галуа. К историческому очерку арифметической тео- 
рии алгебраических чисел мы теперь и переходим. 


Х 
Ирифметинеская теория апгебраических чисей, 


Та громадная роль, которая принадлежит ком- 
плексному числу всовременной математике-—втеории 
функции, как и в высшей алгебре, в теории чисел, 
и в геометрии, и в математическом естествознании 
(символическая формула Минковского 3.10 килом. 
= -—1 сек.) неразрывно связана с именем Гаусса. 
Мы видели в главе \1, что в ХУ! веке для Карлана, 
одного из оригинальнейших умов эпохи Возрожде- 
ния, мнимые корни были указатели невозможности 
решения задачи. В Х\УМН столетии знаменитое со- 
отношение между показательною-и тригонометри- 
ческими функциями (е® == Созх —- ух), найденное 
Эйлёром, решило спорный вопрос о логарифмах 
отрицательных чисел и оказало и оказывает 
громадную услугу в математических преобразова- 
ниях; Лагранж показал, что алгебраическое реше- 
ние уравнения п-ой степени сушественно зависит 
от комплексных корней п-ой степени из единицы. 
Но тем.не менее, до появления в 1831 г. знаме- 
нитого мемуара „ТНеоНа гезЧиогит Ыаиадгансо- 
гит", мнимые числа, как говорит Гаусс в этом 
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мемуаре, „не получили полного права тражцан- 
ства в математике и действия над ними рассма- 
тривались как безсодержательная игра символами“. 
Историческая правда заставляет однако указать, 
что еще у Валлиса (Рщерга, Орега, у. |. 1693 
ар. 66-69) мы находим указание на возможность 
конкретного представления компленсных чисел от- 
резками, отложенными на прямой перпендикулярной 
к прямой, на которой отлагаются вещественные 
отрезки. Подобные же замечания находятся и у 
многих других авторов (Кюн, Бюз, Муре, Варрен *)); 
все эти попытки, однако, уступают в ясности и 
определенности теории геометрического прелставле- 
ния комплексных чисел, данной `Каспаром Вессе- 
лем в 1797 г. и Аргандом в 1801 г. Но эти пиве 
работы остались мезамеченными до последнего 
времени и таким образом ишея геометрического 
представления комплексных чисел, равно как м вы- 
яснение значения их „метафизики“ стали общим до- 
‹тоянмем математиков только в 1831 тт. 

Для самого Гаусса вопрос о комплекеном числе 
зыяснился, однако, очень.рано, еще в эпоху работы 
его над ГуаизНюпез. На это. указывают многие 
места его покторской диссертации {1799}, содержа- 
щей первое точное доказательство теоремы’. о 
существовании корня каждого алгебраического 
уравнения . 

В $ 91. [ваз юпез по поводу вопроса о’ рас-, 
пространении теории указателей на случай молуля 
равного степени 2, Гаусс гозорит © возможности 
введения мнимых указателей и высказывает наме 
рение со временем изложить теорию мнимых вели^ 
чин, „ноторая до тех пор еще. никем не быпа 
приведена к ясным понятиям“. Это намерение н 


3). См. подробнёе: Введение в анализ, вып. Н. 
&*} См. мою диссертацию: „Теория отделения корней сй- 
стен алгебраических уравнений." Казань, 1884 г. 
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было привецено им в исмолнение в 983 гв ре- 
ферате, написанном им. о`его ‘втором мемуаре по 
теории биквадратных вычетов, Мы отсылаем чита- 
теля к нашему Введению в анализ, вым. |, тде он 
найдет перевод тех мест этого замечательного ре- 
ферата, в которых Гаусс излагает свои азглялы на 
„метафизику“ как мнимых, так и отрицательных 
чисел. После издания РуздиИюпез и теория леле- 
ния круга и желание ‘распространить теорию кван- 
ратичных вычетов. на вычеты кубнческие и биква- 
дратные (этим вопросом ан начал заниматься в 
1805 г.}, приводили его к мысли о. введении мнимых 
чисел в арифметику. Около того же‘времени он раз- 
рабатывал теорию лемнискатических функций, кото- 
рая приводила его к мысли о введении мнимых вели- 
чин в теорию фуннций; к этому вероятна относится 
его отметка в лневнике „поуцт п апа!уз! сатриз“ 
В 1811 г. он уже имел возможность изложить в 
своем знаменитом письме к Бесселю от 18-декабря 
1811 г. найденные им задолго до Коши основания 
новейшей теории функций от комплексной пере- 
менной. Он пишет при этом: „Наука может только 
потерять в порядке и закругленности от оттесне- 
ния на задний план фиктивных (Нпае) чисел. и 
принуждена будет в таком случае на каждом шагу 
придавать общим истинам ненужные ограничения". 
К томуже времени, как видно. и из его письма к 
Дирихле и из вышеупомянутого реферата, он <0з 
дал и арифметику компленсных целых. чисел, „убе- 
дившись в том, что начала арифметики, до тех пор 
употреблявшиеся, недостаточны для общей теории, 
‚ которая необхолимо требует- лочти безконечного 
расширения области высшей арифметики (Ш сатриз 
агигленсае зи июн аНг Нез диаз! ргогпоуеа{их". *) 
Эта арифметика пелых чисея вида А -- В!, изложен- 


*} \Меке, Ва, И р. 56, 
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ная им во втором мемуаре, требует прежде всего 
введение слелующих определений. И терминов. 
Гаусс называет нормою произведение двух сойр 
женных целых чисел а4-Ы и а-Ъ, тее. аз > 
м обозначает М (в-- М) == а" -- Ь1. 

Норма непого вещественного числа есть квадрат 
его абсолютного значения. Легко видеть, что норма 
произведения. пвух чисея А и В равна произведе- 
нию их норм, 

В теории целых вещественных чисел мы имеем 
две единицы --1 и 1. В теории иелых комплекс- 
ных чисел единидами будут четыре числа, кота- 
рых кормы равны положительной единице, т.-е. 
+1, —1,-НЕ н--Ь Четыре числа а--Ы, а-Ъ, 
—а-РЬ, -а-—Ы, получающиеся от умножения 
одного из них на четыре единицы, называются 
ассопиированными, Эти числа вместе с четырьмя 
им сопряженными составляют совокупность восьми 
чисел, имеющих ‘одну и туже норму: а? -|- 53. 

Из общей теории комплененых чисел вытекает, 
что совокупность рациональных комплекеных чи- 
сел составляет тело, т, к. воспроизводится опера- 
циями сложения, вычитания, умноженйя ‘и деления; 
совокупность нелых чибел составляет кольцо, т, к. 
воспроизводится тремя первыми операциями; Целае 
комплексное’ число ® ‘делится на целое чиёло` в, 
если можно найти третье целое комплексное число 
у. так, что ==. 

Числа сложные в обыкновенной арифметика 
булут очевидно сложными и в новой, но обратное 
заключение не верно. Простые числа обыкновенной 
арифметики разлагаются на множители, которые суть 
целые комплексные числа. Так 2%=(1-1-1} (1). 
Всякое простое число вида 41-1 есть также, 
сложное в арифметике Гаусса, 

Если мы назовем в этой арифметике ‘простыми 
зислами те, которые не имеют других делителей, 
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кроме единии, самого. себя и ассециированвых чн- 
сел. то простыми числами булут: 

+} числа простые вешественные вида 4п -- 3 

2) комялексные множители чисел вида Чт 1 

3} число 1—1. 

Основная тёорема теории положительных целых 
цисел состоит в. возможности найти по-ланным Бвум 
положительным числам Ам В в ряду целых поло- 
жительных чисел два других числа и гтак, что Аз 
: Ва гигт. В *... (Е). 

Аналогичная теорема имеет место и в арифме- 
тике Гауссовых чисел. Если даны два нелые ком- 
плексные числа А и В, то всегла можне найти пва 
пругие целые комплексные числа Ч иг так; что 
В ==В4 {+-ги М-Н Я- Ва М (В)... @). 
Показательство этой теоремы. весьма просто. и 
основывается: 1) на равенстве М (А — Ва) = м8). 


м (8 —я) и 2). на том, что всегда можно, полагая В. 


= с: 9} найти 4:2} гов} так, чте е—№.н.9 — по 
абсолютной величине булут. не более "зи потому 
м .- фене ен Я 

Попобно тому как из положения ре вытекает 
алгорифи для нахождения общего наибольшего 
делитепя, теорема Евклица и единственность раз` 
ложения чиспа на простые множители натураль- 
ных целых чисел, положение (@} имеет свомм слея- 
ствием теорему: всякое сложное ТГауссаво. число, 
может быть только едийственным способом разло- 
жено в произневение конечного числа. простых чисел. 

Из положения (Е} вытекает разделение натураль- 
‚ных чисел на классы по молулю В. Побобным не 
образом из ‘положения (@). вытекает, что’ полная 
система остатков Гауссовых чисел по мовулю `В 
: соответственно этому число классов равно 


`*} Сы. наприм.. „Введение в анализ" вып. 
№ 198 


норме В. Два числа, принадлежашие к одному 
и тому-же классу сравнимы по модулю В и 
все свойства сравнений переходят без измене- 
ния и в обшую арифметиву. Применяя к но- 
вым числам доказательства, данные Эйлером для те- 
оремы Фермата и обобщеннойтеоремы и основанные 
на началах теории групп, мы получаем теорему 
Фермата для чисел виа а-?Ы под формою: 
Если число р есть простбе и К-- число, не деля- 
щееся на р, то КУ! - 1 (мол. р). 
. После этого не представляет труда распростра- 
нить теорию указателей, теорию первообразных 
корней и т. и’ Введение компленсных чисел в тес- 
рию квапратичных вычетов придает этой теорий 
большую простоту. „Так закон взаимности двух 
простых чисел принимает в арифметике Гаусса 


форму (1) (6) 


Теория комплексных целых чисел была создана 
Гауссом для того, чтобы на ней обосновать чеорию 
биквапратичных вычетов натуральных чисёл ив 
конце второго мемуар Гаусс формулировал тео- 
ремы этой теории, но оставил важнейшие из них 
без показательства. Эта незаконченность иселело- 
ваний Гаусса. побудила’. Якоби и Эйзенштейна к 
исслепованиям в теорим кубических и биквадра?ич- 
ныквычетов.. Якоби дал в своих лекциях (1836-37 г.). 
первое локазательство` закона взаимности в теорич 
бинвапратичных вычетов. Эйзенштейн дал пять цо- 
казательств.этой теоремы, из ‚которых два осно- 
ваны на теории деления круга, а три па тебрин 
деления пемнискаты, т,.е. на теории лемнискати- 
ческих. функций Новое обобщение комплексных 
чисел пало возможность Эйзенштейну вывести за- 
кон ‘взаимности для вычетов восьмой стёпени *}. 


$) Исследования Эйзенштейна и теория Эйзенштейнов- 
ских чисел изложена в главе упомянутоговыше сочинения На- 
энмова:О прилажениях теории элянйтинеских фуннщй и т. д. 
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Изучение твории’ кубичееких вычетов привеле и 
Яноби и Эйзенштейна “) к созданию арифметики 


чисел вила х-- у, ше р — 
нуоическии корень из. едивиць. 


} См. мемуая 7/земштенна в 27-м томе журнала’ Крелле 


ест, 


23° 195 


Арифметика этих. чисел такие по сушеству то- 
жественна с арифметикою натуральных чисел, так 
как для этих новых чисел также имеет место ос 
мовная теорема: по двум панным числам В и В 
можно найти два числа аи г так что А.- Ва ги 


.,А 
(У в-— а) < 

Но попытки дальнейшего обобщения теорик 
Гауссовых чисел привели к высшей степени важ 
ному математическому факту. Эти попьтки могли 
ити в двух направлениях, так кан числа вида 
а-- можно рассматривать с одной стороны 
как цисла, зависящие от корня авучленного урав- 
нения хё +1 0, т.-е. как застный случай чисеп 
так называемого ‘ииклотомического. тела, завнся- 
шего от корней уравнения =" — -1==:0, С прутой 
<тороны уравнение х 


0 есть частный слуай 
общего уравнения ‘2-Й степени х' Р.рх’/-9-:0, и 
теория Гауссовых чисел может быть обобщена в 
теорию чисел квадратного тела, тле. чисел вида 
ху РВ, где В есть. произвольнре пёлое. чисно, 
неравное полному. квадрату. Уже в ‘случае Б-- 5 


мы имезм следующий новый факт. Олно и то 
же число может. быть пвумя ‘или болёе спобо: 
бами разложено на произведение пвух ‘черазла- 
гаемых на мнотали вида ху }--5 чисел. Так 


$} 1—5). 21-3. 7 
Е ({—1 27-5); Для циклотоми- 
ческого тела полабная же особенность встречается, 
например, в случае уравнения я” 1520 *), Дия 
комплевсных чисел, составленных из корней 


=} Позаравляя Кроненкера с даем. нокда ему нспбянилосн 
23 года (7 дек. 1846), Кумкер шутливе прибавляет, йо. 
арифметическая особенность ‘числа 23 не должна мешать 
его холостому ученику и другу „разбиться на два изаимно 
зопряженные комплексные мномител 
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или 7-Й стелени из единицы имеет место тёорема 
06 одназначности разложения на простые множи- 
зели и арифметика таких чисел отличается от обык- 
новенной только числом епинии. Исслепования 
Куммера нс дали ему возможности рещить вопрос 
о приложимости законов обыкновенной арифметики 
к теории комплексных чисел. составленных из 
корней степеней 11, 13, 17. 19. Но, вачиная 
<А=23 Куммер пришел к выводу, что комплекс- 
ное число не есть необходимо абсолютно простое, 
потому что оно не разлагается на множители. К ним 
не применим и Евклидов алгорифм для нахожде- 
ния общего наибольшего делителя `*}. Весьма ве- 
роятно, что уже Гаусс обратия внимание на эту 
парапоксальную особенность и искал путь к ее 
объяснёнию. Лежен-Дирихле, Лиувилль`и Коши соз- 
навали необходимость обобщения, но только Кум- 
меру удапось восстановить для комплексных чисел 
циклотомического тела {в случае А простого} ана- 
логию с арифметикою обынновенных чисел —- вве- 
дением новой арифметической концепции--илеаль 
ных простых множителей; 

Начало глубоких исследований Куммера, отно- 
сится к 1842 г. и повидимому связано, главным 
образом, < желанием локазать послепнюю теорему 
Фермата. Грассман сообщает, что около этого вре- 
мени Куммер, подобно Ламе, считал, что он на- 
шел ‘полное доказательство теоремы Фермата о 
невозможности рещить в целых числах уравнение 


Ну 
и поспешил сообщить его Дирихле, который начал 
свою блестяшую математическую деятельность по- 
назательством этой теоремы для случая А=5. 
Дирихле возвратил через. несколько дней Кум- 


1 См. Гаусс: Хиг ТЛеоме дег сатлр/ехеп 2аШеп, \Уегке Ва, 11. 
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ру его доказагельство с указаннем, что это до- 
тельство было бы вполне безупречио, если бы 
целые числа, зависящие от корня 1-ОЙ степени из 
единицы, не только разлагались бы на неразло- 
жимые множители, но при том эго разложение 
было бы единственное. Но если это второе пред- 
положение не имеет место, то большинство зако- 
нов арифметики не существует для чисел. области 
й 


т: ] 1 н основанное па этих законах доказатель- 
ство Куммера падает. Дирихле побавил, что ему ка 
жется, что чысла области ях действительно це поп- 
чиняются законам арифметики. Со смелостью кото- 
рую можно сравнитьсо смелостью Лобачевского, от- 
вергшего постулатум Евклида или со смелостью твор. 
цев современной тёбрии относительности; Куммер 
решил, как он ©б этом говорит в поздравительном 
инсьме к Кенигсбергскому Университету, что „ариф- 
метическое изучение чисел не должно быть прен- 
ращено, ибо эти чиспа ваиы природою и их. по- 
внимание ‘пеобходимо для проникновения в приропу 
уравнений веления круга. пля доказательства тео- 
ремы Фермата ` н длЯ. нахождения законов взамм- 
эости высших степений; наконец, цля всей алгебры“. 

Нельзя. не отметить представляющего громадный 
интерес обстоятельства, на которое не раз указы- 
вал .Куммер.. что на развитие. его ‘мыслей много 
влияла аналогия с химией, что гипотетические ра- 
дикалы послерней навели его на мысль об илеаль- 
ных множителях (см. попробнее главу Х\). Нам не 
трудно теперь объяснить паралокс.. встретившийся 
в области +, Тее. возможность разложения одного 
числа двумя способами на неразложимые числа, 
примером, взятым из теории натуральных чисая 
1, 2, 3, 4... Представим себе все’ натуральные ^ 
числа распределенными на две области К и К,, 

смотря по тому состоят.ли они мз четного или ве- 


-83Т 


четного чисиа множителей. К области К, буцул, та- 
ким образом, принадлежать числа 1. 4 :::2. 2, вообще 
все кванраты; 6—2. 3, 24-2. 2. 2, Зит. 4. На 


Огюста Коши (1789 — 1897). 


иротив, к области К, будут принадлежать все абсо- 
лютно простые числа, все нубы их;... 30 ==2, 3.5 ит. п, 
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Если мы будем рассматривать исключительно числа 
области К», позабыв о существовании чисел К‚, то 
мы встретимся с тем же парадоксом, который 
встретился Куммеру при изучении некоторых цикло- 
томических тел. Область К, заключает < одной 
<тороны чиспа в этой области неразэложимые 
(числа равные произвелению двух равных или не. 
равных множителей области К,), с пругой сто- 
роны числа разложимые на числа области Ки и 
эти последние числа могут быть разложены. пвумя 
или более способамн, 


Например, 
100=-=10.10= 


4.25; ЗЗ0еяб.55ж= 10.3.3м=22.15. 


Вместо двух областей К, и К; мы можем взять 
области |, и |.,, состозизие— первая только из чисел 
вила Ап и зторая—только из чисел вида 4п -- 3. 
Область [, состоит; 1) из чисел неразпожимык 
(абсолютно-простые числа вида 4п--1 и числа 
равные произведению двух равных или неравных 
чисел вида 4п -[-3, найрим., числа 17 и 21==3. 7) и 
2) из чисел разложимых, т.-е. равных произвелению 
цескольких чисел вина 4п-{-Т. Эти разложимые 
числа, как и в превыпущем примере, могут быти, 
разложены двумя или более способами #на про- 
извеление двух неразложимых множителей. Так 
например 441 = 2 9.49, причем числа 21, 9, 49 суть 
числа неразлагаемые ма числа. области |. Подоб 
ным же образом 10857 —141.77 == 21.517. Но пара- 
доксальность или точнее противоречие с законами 
арифметики всего ряда чисел исчезает, если мы 
пополним числа области К, чиспами обласфи К, или 
числа области [, числами области Ё.,. Гениальная 
мысль Куммера и заключалась в том, что он по- 
ставил задачу: как должно рабширить область чи- 
села пля того. чтобы в расширенной обпасти раз- 
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‘ложение чисел на простые  множитепа стало бы 
снова единственным. “). 

Эту задачу Куммер и решил вполне для области 
чисел а и он назвал новые целители, соответствую- 
щие числам области К; или |, идеальными дретеля.ин, 
так вак они не существуют в области д; в част- 
ности он назвал простые делители, соответствую- 
шие простым числам 2,3, 5 в области К, или про- 
стым числам 3, 7, 11 в области Ё. ибеальнымии. нро- 
стыин множителями; числа же области т ом на- 
зывал йейатвительными (уиНсЬе) числами 

В примере областей К, и К, можно сказать, что 
все числа и действительные и идеальные соста- 
вляют два класса К, и К» из них первый К, ©0- 
держит асе действительные числа и может быть 
назван ‘лавны.и классом; второй К,. напротив, со- 
вержит только идеальные числа. Очевидно, что 
произведение каждого числа класса.К, на чиспо 
класта К, дает число класса К, произвеление лвух 
чисел класса К, дает чиспо того же класса; напро- 
тив, произведение числа класса К, на число того же 
класса пает число класса К‚. Очевипно также (см. 
главу Х.), что мы можем говорить об умножении 
классов, рассматривая каждый из классов за инши- 
вивуум и что К, К, = К» К, 


°=] В опубликованной по поводу \09-латиего юбилея дни 
рожиения Куммера переписке его. ‹ Кронекером мы нахо- 
дим (письмо от 14 Июня 1846 г.) интересное указание на то, 
что по сообщению Дирихле Куммеру, Гаусс при обработие 
отдела-о номпазиции форм, уме употреблял нечто в роче 
идеальных множителей и’чо, цак говорил Гаусе Дирихле, 
именно к вопроеу о номпозиции форм относится сноска н 
мемуару о разложении иелых функций йа линейные мно- 
экители. „Если бы я захотел поступать так, как поступали 
ренее математики, употребляя мнимые, то одно из моих 
исследований, очень трудное, могло бы’ быть презсгавлено 
под более леким видом. °СМетке Ва 1}, 
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Куммер показан, ч1о буквально такне же соотно- 
шения существуют для действительных и идеаль- 
ных делителей области 2, но только в более спож- 
ном виде. Число классов Н, ма которые распа 
паются все делители, как действительные, так и 
идеальные, конечно. Действительные делители со- 
ставляют один главный класс К; идеальные груп- 
пируются в Н--1 классов: К,, К, К,, Ка. И здесь 
можно говорить об умножении классов, причем 
класс К, нерает роль единицы. Теореме Фермата 
соответствует равенство К; "-=К»„ Каждый идеаль- 
мый делитель может быть рассматриваем как ко- 
рень Н-ой степени из действительного числа. Чисяв 
классов есть важнейшее число всей теории. Кум- 
мер приложил к его определению методы  &на- 
литической теорин чисел, созданные Дирихле (см. 
главу ХИ) и нашел, что М всегда распадается на 
цва множителя, из которых один ‘определяется 
очень просто, определение другого пренставляел 
напротив большие затруднения. 

Мы полжны ограничиться сказанным, стсылая 
читателя к мемуарам Куммера. В особенности 
можно рекоменловать мемуар: Кеспегсвез зиг {5 
погЬтез согпр!ехез. поз:ешенный в /оцгпа! 4е Ыюч- 
УШе (Ус! ХУ]. В коние этого мемуара, ` прелста- 
вляющем полное резюме работ Куммера,. он при- 
лагает. свою теорию к пелению круга и к показа- 
тельству послецней теоремы Фермата (см. гл. ХМ). 

Теория ицеальных множителей дана Куммером 
пля случая циклотомического тела, `опрепеляемого 
уравнением х".--1 ==0. где’р есть. абсолютно-про- 
стое число. Ея распространение. ‘данйое , Фуксом 
пля циклотомического. тела, спрелеляемого уравне- 


мием х“— 1==0, где т есть’ число сложное, *) 


*) Чоийта| СтеЦе В4. 51 и 65. 
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Бачманом *} м Геристом ‘на слунай тела, завися- 
щетго. от лзух квадратных корней не встретило 


Эыет Нуамен 1810. 185 


принципиальных трудностей, Такие трудности яви- 
лись овнако при распространении теории идеальных 


Ы ен 84. 67. 


чисел на тёла, определяемые произвольным алее- 
брамческим уравнением Е (х) == 0. Теория Куммера *, 
основанная на соответствии, существующем между 
корнями уравнений Е (х) == О и решениями сравнения 
3 (моп. р! оказывалабь неприменимою длятех 
исключительных простых чисел р, кеторые являются 
множителями. дискриминанты уравнения Р (х) =20. 
К распространению общей теории и на этот слу- 
чай направлены исследования Зеллянга иЕ, И. 
Золотарева в его статье, напечатанной посне его 
смерти в журнале Лиувилля ***). Теория Золотарева 
основана на теории функциовальных , сравнений 
высших степеней и, к сожалению, прошла почти 
незамеченною: ***") Вопрос. о том, наким образом 
может быть ‘основано на теории сравнений высших 
степеней разпожение абсолютно-простых чисел ма 
идеальные множители рассматривается з ряде’ ра- 
бот Гензеля, *****) разработавшаго указания, данные 
Кроневером в его классичеёкой, но прелставляю- 
щей громадные трудности работе: „Огай@зйце епег 
ап итебьсНеп. Тпеойе ег’ ацебтаеенен Отобзеп“. 

‘Чаибольшее влияние на дальнейшее развитие 
общей арифметической теорий алгебраических 
чисел имели теории, созданные Педекивлем и Кро- 
некером, отличающиеся друг от друга ‘по форме, 
но вместе сотём близвие по существу, 


=}. Полное хабрание мемуаров Куммера не извано; пол- 
ный свисоя ‘его мемуаров, относящихся к теории: комплекс 
ных инсел, находится в „берой” Смита (Рарег. р. 97). 
==) Рейвсняй Ви Майпетоци ипа РБувйк. 865. 
де Зога4Ввоце дез полуЬгез сопурехез, Зомто, ЧЕН оо 
1880 г. - 
=") Об ней упоминает только Кроненер з свонх @гапа- 
хаде (Меще Ва: И.5. 383), Бахманну `СРлеопе” 4ег ай Вгрег 
р. 163) она осталась неизвестною. не упоминается она нь 
отчете Гильберта, 
эн. Стее-$ Чошта. В4.. 213, 
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Теория Цедекиниа *} основывается на понятин о 
многочленном модуле и опрепелении произведения 
молулей. По этому определению (см. выше глава $ Х} 
равенству межау числами 6==2. 3 собтветствует оче- 
видно ‘равенство [6} == {2}. [3] 

Лля уяснения основной идеи теории Дедекинда 
применим ее к области чисел [., в которой отсут- 
ствует, как мы знаем, единственность разложения 
числа на неразлагаемые числа. Так, например, 
10857 :-: 141,77. 21.517 равенство, ноторое может 
быть заменено другим: - [10857] =- |141] [77| = 21| 
[517. Введем четыре Цвучленные модуля э==[141,21], 
В ==> (141,517), [7721 н в-2[775ТИ. Но легко 
випеть, что эти модули как раз равны числам 
области Е, : 3, 47, 7. 11. Поэтому введение этих 
пвучленных модулей может заменить отсутствие 
чисел 1. м мы можем снова получить олнозначное 
разпожение числа области Ё, на произвеление дву- 
ячленных модулей, %, 5, каждый из которык 
препставляет собою совокупность действительных, 
т.е. принадлежащих к области Ё, чисел. 

Подобным же образом поступаем в снучае тела 
К (/7.5), в котором отсутствуег елинственность 
разложения целого числа на неразлагаемые мно- 
жители, Так, например, 21=3.7 у 

Яр.) Ир. 

Если мы составим цвучленные модули (3, 4 
—- №. 75), (3, 4- 7-75), (9. АРУ) (4-73), 
зо произвеление этих неразлагаемых двучпенных 
модулей дает по правилу умножения двучленных 


++ Опа опубликована им в пере раз к приложеним к 
унззаюию лекций Дирихле 1871 (см. также третье издание, 
1879, В расширением м измененном виде она изожена з. 
потвертом извании леннии Дирехле 1594. ° 

С», также франиузский мемуар Делекинда: иг Га ёопе 
9е5 потьтез елёегв ачёбнацез, 18:7 г, и Васбиапи: АИче- 
еше АтИтленк Чег 72 хёгрег. Гера, 1905 г. 
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модулей, мопуль сволящийся к одиочлённому мо 
нулю (21), и это разложение ‘олночленного модуля 
{21) в произведение четырех двучленных есть еций- 
<твенное. Таким образом снова восстановляется 
основной закон арифметики обыкновенных чисел 
и является возможность применить к числам тела 
К (17175) все ея теоремье 

Двучленные модули, нами введенные, суть 
идей, ‘и-Цепекинаа. Они отличаются от илеальных 
чисел Куммера тем, что они представляют собою 
вполне реальную совокупность безконечного мно- 
жества пействительных чисел тела, межпу тем, как 
ндеальные числа Куммера были только символами, 
соответствовавиими совокупности нескольких срав- 
нений %). 

Недостаток места не позволяет нам сколько: ии- 
будь подробно остановиться‘ на изложении гениаль- 
ной теории идеалов числовых тел, памной Цепекин- 
лом и обобщенной им и Вебером ма’случай тела 
алгебраических функиий в мемуаре: „ГРедие дег 
аергайзспея РипсНолеп етегУегапаейсней" (Сге[е’5 
Зоити, Вд. 92: 1882) `**). В зом же самом томе `мур- 
пала Крелле помещен” знаменитый мемуар Кроне- 
кера, написанный. к <семндесятилётнему юбилею 
Куммера его учеником ‘м иругом и составляющий ре- 
зюме триднатилетней работы знаменитого немец- 
кого арифметика и`алгебраика над ‚арифметиче- 
<скою стороною алгебры". 


#) В сочинелии Ю. В. Сохоцного „Начале общего зай 
большего пелителя в применения к теорин мелимости ал- 
‚ебраических чисел. „СПБ. 1893 г.’ автор показывасл, что 
учение об идеалах может быть выведено из теории` идеаль- 
ных чисел данной Золотаревым. 
Изложение теории Дедекиназ читатель может найгн в 
лиссертации проф, Иванова „Целые номпленсные числа“ СПБ. 
Применение ее к частному случаю нвадретичной облас 
изложено проф. Вельминым (Введение в теорию алгебран 
ческих чисел, Варшава, 1913 Г. 
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Эта широкая цель, поставленная себе Кронекс- 
ром н отражается в сочинении м делает сго изуче’ 
ние необыкновевно трудным. 


Лвопельд Нронекер (1823—1891) 


Вместо приложения арифметической теории к 
алг.бре, воторсе мы нахолим в въинвупомянутом 


ме: :уаре Деде. чнва и Вебера, в „пемзеНтиЕ“ } 


кара вопрос ставится сразу во всей его широте- 
рассматриваются не алгебраические числа, но а: 
гебраические величины, т.-е. корни алгебранческого 
уравнения, коеффициенты которого суть перемен- 
ные или неопределенные величины и их алгебраи- 
ческие функции. 

Соответственно этой общей постановке первая 
пасть мемуара содержит изложение теорин Гапул 
< новой точки. зрения, выдвигающей на первый 
иван теорию систем уравнений 

Вторая часть посвящена собственно арифметн- 
ческой теорим алгебраических величин. Ее основ- 
ной характер, как` говорит сам Кроненер, состонт 
8 „метоцическом пользовании неопределенным: 
величинами как вспомогательным средством“ и соот- 
ветственио с этим в теории Кронекера ‘в’ отничие 
от теорви Левекинда вместо многочленных моду- 
лей на первом плане стоят как линейные функции, 
так и формы, т.е. шелые рациовальные функцин 
от вспомогательных переменных, которые самн по 
‹ебе не имеют значения, но которых коеффициёнты 
суть функции известной области ‘раниональности 
(термин; который Кромекер употребиял вМесто тер 
мина „тено“). = 


3} Коммениарий к этой цаси мемуара вн Мольнон и 
Аа олапетайса. Ва 7. Теория систем функций. данная Кронё- 
нерфм, изложено в мосй лентореной диссертании: Теория от. 
делсниа норней систси алгебраических уравнений. Казань 
1824 года. . 

##} Изучение теор» Кроцекера пренставйяет. на сих поР 
большие трувнос" Пособиен может служить изучение вто 
рой части (обласи рациональности › системы модулей) из. 
ванных Генлелем лекций Кронекера по теори? чисел и сс. 
чннекис Кевига „Енценияз ‘г Фе аПобтете Инеофе ег а 
деБгавсне бибзвея“. 

В глгебре Вебера автор дае’ под названием 1сорий фунь 
пионалов вилоизмененную теорию Кронёнера м лоназы- 
ввет в® связь с теорнею Деленинле 
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В тесной связи с ваклидамы не вванмное соотно- 
шение арифметики и алгебры, золоженными в ос- 
нову классической работы Кронекера, находится его 
работа по основаниям арифметики: „Чебег еп ХаН|- 
Бедий" *). 

Развивая мысль. выраженную. в словах Гаусса: 
„Математика есть царица наук и арифметика есть 
царица математики", Кронекер поставил себе целью: 
заменить алгебру арифметикою нелых целочислен- 
ных функций неопределенных. переменных и та- 
вым ‘образом основать всю математику единст- 
венно и исключительно на понятии о мелом по- 
ложительном числе. „Математина должна быть 
арифметизирована. С помощию теории функцио- 
нальных сравнений могут и полжны быть ненлю- 
чены все те изменения и распространения по- 
нятия, о числе, которые были введены ради при- 
ложения к геометрии и механике, и явхяются чуж- 


Дальнейшим развитием теорин Нронекера являются ра 
боты Гензеля в томах, 191, 103. 105. 111. 113--журнаха Крелле. 

Литература по теории алгебраических чисея приведена в 
отчете Гильберта по теорим влгебраическик числовых тей 
агезьейс!! Чег дещепел МаНнеплайКег—Уегетипа. Ва. 1. 
1897 г. . 

Отчет этот представияет прекрасное, но сжатое изпоже- 
нве теории алгебраических чисел и самостоятельных иссле- 
дований автора. Теория алгебраических функций с врифме- 
тичесвой точки зрения изложена в сочинении Гензеля- 
Ландеберга, 

Что касается -ио’ теории специальных числовых тел, тв 
после квадратичных тел наиболее разработана таория. тел 
кубических. и разрабосна этой теорни есть заслуга русских 
выдающихся математиков Е. И. Золотарсва, А. Я. Маркова 
н Г. Ф. Вороного. Громалный интерес представляет также 
„Теория ниассовых тен“ (см. гл. ХИИ, $ 1}. 

3) Мекке Ва. 1. Русский перевод этой работы был помещен 
мнаю в Известиях Казанского физнко-математического обзи. 
за 1830 г. и перепечатан в Казанском сборнике но основа- 
ниям арифметики. См. танше: „Ввеление в анализ“. вып. ||. 
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дыми арифметике, т,-е. понятия об отрицательных, 
пробных, чесонзмеримых и комплексных числах" *) 
(„Рег Пере Фо зеНиЁ Фе дапзе ХаЁ, аНез апдеге 
156 МепзсНеплиетК", говория он). 


Хи. 
Геометрия чисен. 


$1. Тоиеиные решетки, 


„История математической мысли, рассматривае- 
мая в ея целом, препставляет собою победное ше- 
ствие обобщающей и стремящейся вперед способ- 
ности человеческого духа“ 

Об этом говорит нам история учения о числе и 
выше мы уже ‘имели возможность указать, как 
тесно связана история чистой, математики с обоб- 
щением понятия о числе. Об”этом говорит нам и 
история геометрии. Ея объектом до Х!Х века явля- 
лись исключительно непрерывные многообразия. 
Кривые и поверхности рассматривались исключи- 
тельно как непрерывные многообразия элементов 
точек. В ХХ столетии элемент точка Заменяется 
элементом: прямая или плоскость (принцип-дуализ- 
ма), вводятся элементы безконечно-удаленные м 
мнимые. Громалноё значение приобретают цикли- 
ческие точки, т. е, пересечения двух мнимых пря 
мых: х--Зу==0 и х-— у ==0 {иннимальные прямые) 
< беэконечно удаленною прямою. Введение поня- 
тия об абсолюоте позволяет рассматривать метриче- 
скую геометрию, как частный случай‘ проэктивной 
теометрии и объединяет гипотезы острого, прямога 


5} Идея эта была развита но отношению к’иррациональ. 
ным числам еще’ Коши. См. Шалуновский (Алгебра, как уче- 
иие осравнениях по фунициональным молудям: Одесса, 1918 т,), 

*#) См. мой „Принцип. экономии" (Труды Ц съезда пре 
подавателей математикн). 
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и тупого угла или геометрии Лобачевского, Евклиза 
и Риманна. Такое же объединяющее и обобщающее 
значение имеет введение теории групп преобразо- 
ваний. „Геометрия есть группа“, говорит Пуанкаре, 
и © этой точки зрения геометрия становится част 
ным случаем общего учения о’ многообразиях и 
измерений. ' 

ХИХ век вводит и еше одно обобщение; начинается 
изучение дискретных {разельных) систем точек 
и прежде всего конфигураций, состоящих из ко- 
нечного числа точек. Введение этих геометриче- 
ских образов есть заслуга Пуансо, изучавшего кон- 
фигуранции, состоящие из вершин правильных звезд: 
чатых многоугольников и многогранников и пока- 
завшего в замечательном мемуре: „ВеНехюпз зиг 
15 рИепараз фопаатегаих 4е |а Феойе 4ез пот- 
тез" *) связь многих вопросов теории чисел с тео- 
риею конфигураций, напр., связь вопроса о звездча- 
тых многоугольниках с числовою функциею Эйлера 
= (т). Но поразительным примером влияния, кото- 
рое может иметь природоведение на развитие ма- 
тематики, является тот факт, что первая работа, в 
которой ипрИсИйе рассматривается безконечная си- 
стема дискретных точек, есть появившаяся в 1830 г. 
работа ботаника В. Брауна, касающаяся вопроса 
расположения чешуек на шишках сосны (Риыз 
зроБи$). Несколько позже (1837 г.) братья Браве 
опубликовали работу, касающуюся листораспояо- 
жения (о филотаксисе см. главу ХУ). Но уже 1831 г. 
Гаусс в своем реферате о работе Зеебера, посвя- 
шенной тернарным квадратичным формам, дает 
указания на геометрический метод решения этого 
вопроса, заключающийся в рассмотрении простран- 
ственных решеток. Пространственные решетки и 


*} Русский перевод помещен в Казанском сборнике но 
основаниям арифметики, 


к 911 


пбвидимому также евизь их с криеталлографиею 
занимали Гаусса задолго по опубликования рефе- 
рата о работе Зебера: в его бумагах сохранился 
отрывок, относящийся повицимому к 1808-1809 г., 
в котором он исследует кубические вычеты, упо- 
требляя уже пространственные решетки *). 

В 1848 г. появился обстоятельный геометрический 
мемуар Огюста Браве (1811--1863) „Зиг1ез зузёё пез 
огаё$ раг 4ез рома Че чёз тёдигеглеле раг 
4е$ рой Чапз |е р!ап оу Чапз Гезрасе". Проф. 
В. И. Вернанский в своем прекрасном курсе верно 
оценивает „необычную ясность, изящество и глу- 
бину мысли”, проявленную Браве в его работах: 
пумается, что русский перевол мемуара Браве, хо 
сих пор сохраняющего свое научное значение не- 
смотря на некоторые непостатви. исправненные 
Фезоровым и Шенфлисом, был бы, вероятно, 
радостно встречен и славанскими математиками и 
минералогами, 

В 1850 году Лежен-Дирихле в мемуаре „ЦеБег 
4е КедиКНоп 4ег роз меп дчатайзсНет Рогтеп“ 1 
подробно развил краткие указания Гаусса. После 
мемуаров Браве и Дирихле, теория точечных ре’ 
шеток на плоскости и в пространстве приобрела 
громалное значение как в кристаллографии. так н 
в теории чисел. Мы принужщены ограничиться 
сжатым изложением связи решетки на плоскости 
< теориею бинарных квалратичных форм. Полную 
аналогию представляет связь пространственной ре- 
шетки итеория форм тернарных. 

Точечная система на плоскости есть система, 
состояшая из безконечного множества помеесивенни 
расположенных точек или иначе совокупность точек 
пересечения лвух рядов параллельных линий, изкото- 


5} Мегке Ва МИЦ; з. 15-20. 
3*; Меса, Вап@ И $. 21 -48 
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рых каждые две, принадлежащие к одному. ряду, 
находятся на равном ‘расстоянии олна от другой. 
Для того, чтобы построить такую систему, мы мо- 
жем, слеловательно, взять две оси Ох и Оу, пересе- 
нающиеся в точке О поп углом ©, на одной из 
них отложить в ту и другую сторону произвольный 
отрезок г, на лругой отрезок з.`Провеля затем 
через точки деления оси Ох линии, параллельные 
оси Оу и, Мсе уегза, мы получим систему узловых 
точек, косоугольные координаты которых будут 
х.=- тт, у== 5, гие т и п суть числа целые. Таную 
уочну обозначим символом (т, п). Наше построе- 
ние, дает однако не только точечную решетку, но 
и параллельную решетку, систему двух рядов ‘па- 
раллельных линий, Эта параллельная решетка яв- 
ляется геометрическим образом однозначно со- 
ответствующим опренеленной бинарной квапра- 
тичной форме, так как растояние произвольной 
точки (гл, п) от начала коорпинат по. формуле Эвкли- 
довой геометрии равно ‘п! г" -|-2птпг$. Соз$ + 125 — 


(откуда 


или, полагая г-= а, =Ме Созеза 
ы } Кас, 

5: — ас<о), растояние выражается формою ат: 
|. 2глп -[- сп? с отрицательным определителем —Г 
(2 == ас-?). Р выражает, как не трудно видеть, 
площадь параллелограмма, образуемого четырьмя 
смежными узловыми точками. Но из полученной 
точечной решеткй мы можем очевидно получить 
безчисленное множество параллельных решеток, 
‹ переходя от одной системы координатных осей к 


другой по формулам преобразования: 


хак ву 


Если 2,8, 1,8 суть числа целые и притом 28—1 1 =) 
то точечная система остается без изменения. Но 
новой параялельной решетке соответствует новая 
бинарная форма, эквивалентная < формою. Безчи- 
сленному множеству параллельных решеток соот- 
ветствует таким образом безконечное множество 
эквивалентных квадратичных форм, и каждая точеч- 
ная решетка может таким. образом быть рассма- 
триваема, как геометрический образ, представляю- 
ций собею класс квалратичных форм отрицатель- 
ного определителя, Приведенной форме соответст- 
вуют параллепограммы, стороны которых уловле- 
творяют условиям, вытекающим из условий, опре- 
деляющих коэффициенты приведенной формы. Со- 
ответствие межау теориею бинарных квадратичных 
форм с отрицательным опрелелителем и решеткою 
представляет, конечно, большой интерес, но еще 
больший интерес превставляет с геометрической 
течки зрения аналогичная теория в случае положи 
тельного определителя. Формулы евклицовской гео- 
метрим в этом случае, очевидно, неприменимы, на 
развитие геометрии в Х!Х вене, как мы указали в 
начале главы, дало возможность обобщить формулы 
геометрии и в частности формулу пля расстояния. 
В так называемой гиперболической геометрии (соБ- 
палающей с геометрией Лобачевского) расстояние 
выражается, напротив, квадратичною формою с по- 
ложительным определителем; минимальные прамые- 
мнимые в геометрии Евклида, как прохопящие 
черезкруговыеточки, --в гиперболической геометрии 
вешественны; вместо кривой равных рестояний-- 
круга--такою кривою является равносторонняя ги- 
пербола. На этих положениях  гиперболической 


>) Если 2#--Я1тт--р то получвелся зеркальное отражение 
точечной сискамы, с нею волне совнадающее. В случёе про- 
странственных решеток аналогично’ получается зеркальное 
отражение, не совмешаюниееся с первою решеткою. 
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геоматрии основано геометрическое представление 
теории бинарных квапратичных форм, данное Клей- 
ном в его лекциях *) и в олной из первых работ 
Пуанкаре, за которую французский математик по- 


Фтеффен Смит (1826 -1883) 


Зпеопе. Обытдет, 1896, 


:} Уолезыицел берег аиздежёпне Карие де’ Хащеп- 


лучил академическое кресло, еше не имея 27 лет *). 
Другой путь пля геометрического представления 
теории ‘форм © положительным определителем дан 
Стефеном Смитом в 1874 г. в мемуаре „баг $ 
вацавопз тоачанез“ **). 

Связь, которую работы Клейна и Пуанкаре устано- 
вили межну теориею чисел и геометриею (теорию 
решеток и невклиловою геометриею), объясняется 
конёчнотемиобщими свойствамигрупй линейных пре- 
образований, которые одинаково важны и для теории 
квапратичных форм и для неевклиловой геометрии. 


$ 2. Геометрия многих измерений. 


Подобно тому, как теория бинарных форм с 
положительным определителем пользуется пред- 
<тавлениями невклидовой теометрим. геометрия про- 
странства многих измерений является незаменимым 
пособием в теории квадратичных форм < многими 
переменными, .: 

Лесятилетие 1844—1854 г. является одним из наи- 
болеё знаменатепьных периодов в истории ариф- 
метики. В течение ‘этого десятилетия Куммер раз- 
зил и опубииковал свою теорию идеальных чисел, 
Чебышев—свои исслепования об абсолютно-простых 
числах, Кронекер напечатая результаты. свонх ра- 
бот по твории деления круга и компленсному умно- 
жению эллиптических функций; к этому же цесяти- 
летию относится начало математической деятель- 
ности Кэлм м Сильвестра. В 1843-м г, французский 
математик Эрмит начал свою знаменитую: перейиску 
< Якобы м в 1850 г. напечатал в журнале Крелл'е 
(том 41} мёмуар“. „Зиг 1ИиугодисНоп" 4ез уапаЫе 
вопёпиез Чапя 6$ И4оце 4$ потфтез“. 


$) $иг ип пто4е поммвам Че гергеземайот дфотешаие 
де Коптев двафтанаев Фабия # пёеНитюв (Зомгл. де РЕс. 
Ром. Ь 28, 1880 В. 

**} Манетаийсь! Рареж. У. И. 
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Эми работы Эрмита обратили внимание `матема- 
тиков снова‘на вопросы о минимумах, значение 
которых видели еше Эйлер и в особенности Лаг. 


Шарль Эрмит (1822—1901). 


ранж (ем. гя. УПи УШ) и были первыми из нелого 
рялв мемузров, посвященных. теории минимумов. 
Только недоетаток времени и места мещиает нам 


зн 


выполнить наше намерение посвятить особую главу 
этой теорни, точно также как и остановиться на 
исследованиях Сильвестра по алнитивной теории чи- 
сел и Кэли и.Смита по теории систем чисел (матриц). 

Уломянутые работы Эрмита, основанные на введе. 
нии непрерывных переменных (громадное значение 
этой мысли объясняет, почему этому введению 
придается название принципа Эрмита), заключают 
между прочим и крайне важные результаты, от. 
носящиеся к теории приведения квадратичных форм 
< произвольным числом переменных, т.-е. к вопросу 
о выделении из бесчисленного множества форм 
эквивалентных между собою по отношению к группе 
унимодулярных линейных преобразований (все такие 
формы составляют один`класс) одной фиведенной, 
хоэффициенты которой ограничены некоторыми не- 
равенствами. Эрмитом дана основная теорема, по 
которой наименьшая отличная от нуля величина, 
представляемая положительною квапратичною фор- 
мою п переменных при определителе, равном но- 
стоянному целому числу Г, не может превышать 
известного прелела зависящего только от числа п 
и значения определителя О, эта теорема доказана 
им аналитическим путем без помощи сеометрических 
представлений. Этим же путем шлии выдающиеся рус- 
ские математики Коркив и Золотарев, В; В. Марков н 
пр. Первые показали многие интересные свойства тан 
называемых „крайних“ форм. А. В. Марков *) дстано- 
вился на вопросе об определении точного минимума 
квапратичных форм положительного определителя“). 


*; „О ‘бинарных квадратичных формах положительного 
определителя". СПБ. 1880 г. 

**} Изспедования А. А. Маркова связаны с целыми чи- 
слами особаго рода. ноторые встретились Мвану Бернулли 
Нему (1781) при решении одного нопрока, а также < це 
лыми числами, удовлетворяющими уравнению 2-94-27 Зхух. 
См. мемуар Фробениусе: Чебе’ МагкойзеВе ТаШеп (Вен. 
Бег. 1913). 


21а 


Систематическое приложение геометрии. к воиро- 
сам, поставленным Эрмитом, принадлежит Минков- 
скому. Минковский представляет себе простран- 


Герман, Минковсяий (1864—1909), 


ственную “решетку, узловые. точки которой имеют 
координатами цёлыя числа; Кажвый: куб, ‘образо- 
ванный восемью. смежными точками, имеет по’ этому. 
ребра равными единице. 
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Если Е (х, У, 2) есть однородная положительная 
квадратичная.форма от х, у, 2; определитель которой 
равен 1, то уравнение Ё (к, у, ?-=< препставяяет 
определенный эллипсоил; центр которого находится 
в начале коорпинат. Препставим себе около 
кажлой точки решетки равный и равно расположен- 
ый эллнасомд; если значение достаточно мало, го 
эти эллипсоиды не имеют обших точек, Пусть наи- 
большее значение <, при котором эллипсоиды могут 


м = 
`{. Так как при таком 


выполнении пространства на каждый куб с ребром 
1 приходится только один эллилсомд, то очевидно, 


касаться пруг лруга, будет 


м = 
- меньше объ- 


что объем эллипсоила Р(», у, 2) 4 


ема куба, 1.-е. “х Но) $ Ъ откуда М -^ и ©, 


& пругой стороны легко видеть, что эллипсоив Е 

в, у, 2)==М не заключает кроме нуля ни олной узловой 

точки; но так как на его поверхности лежат узло- 

вые точни-центры эялипсоидов, касеощихся эллни- 
м 


сонла Е (х, у, 2). 


ное от нуля и прелставляемое непыми числами, 
значение назлратичной формы. Таким образом гео- 
метрическая постановка вопроса пала Минковскому 
возможность почти без вычислений решить глубокий 
вопрос теории чисел, Обобщение на формы с пере- 
менными дает не только доказанную Эрмитом основ- 
ную теорему, но и позволяет указать более тесный 
предел для минимума формы. Но еше важнее то, 
что Минковский при своем доказательстве пользо- 
вался только тем свойством зллипсоила, чта он пред- 
атавляет выпуклую фигуру с центром и поэтому во 
всем ходе рассуждений Минковского эллипсоид 
может быть заменен произвольною выпуклою фигу- 
раю; имещею центр. Это обстоятельство привело 


2 


‚ то М есть наименьшее, оглич- 


Минковского к убёжпению, что выпукясе (чикогда 
не вогнутое! тело, т.е. тело, имеющее то свойство, 
ито отрезок. соепиняющий две точки тела, всеми 
своими точками принадлежит телу. составляет основ- 
`ное повятие науки и принаплежиг к ее плопотвор- 
нейшим орупиям, 

Для построения теории выпуклых тел Минковский 
употребляет особую геометрию, сохраняющую 
аксиому о параляельности, но заменяюшую‘аксиому 
© равенстве треугольников аксиомою, по которой 
сумма двух сторон треугольника больше третьей. 
Подобно тому, нак геометрия Лобачевского при“ 
лагается с успехом к многим математическим дисци- 
плинам, например, к теории аутоморфных функций, 
геометрия Минковского имеет громанноЕ значение 
дия теории чисел. 

Из своих исследований, основанных на новой 
геометрии, Миикоавск: | вывел снова результаты 
крайне важные для теорин чисел, в том числе 
общую теорему. олним из простейиих следствий 
которой является доказательство конечнасте числа 
классов положительных ввадратичных. форм пан- 
ного определителя. 

Все эти исслепования были встречены Эрмитом 
с величайшим интересом. С редким и сожалению, 
в ученом мире безпристрасткем, Эрмит признал, что 
методы Минковского имеют большое преимуществе 
сравнительно с его методами. „Они открыли мне, 
писал он Минковскому. совершенно новый ариф- 
метический мир, обетованную землю". 

Но  Минковский не ограничился работами 
в той области чистой математики, которая повн- 
цимому наиболее далена от вопросов природоведе- 
ния. Та смелость мысли. с ноторою он построия 
пля целей теории чисел новую неевклидовую гео- 
метрию и оперировал образами геометрии многих 
измерений, проявилась и в его знаменитом име- 
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муаре: „Пространство и время“ *). Введя в уравне- 
ния энектродинамикн, данныя Максвеллем, вместе с 
тремя пространственными координатами четвертую 
координату-—-время, умноженное на | —1, Минков- 
ский припал уравнениям замечательную снимметри- 
ческую форму. После введения этих мировых ко- 
орлинат он имел право сказать: „отныне время и 
пространство отдельно взятыя не существуют“. 


ХИ, 
Теория чисей и анализ, 


$1. Инварианты кпассов. Теоремы Кронекера. 


„После понятия о равенстве абсолютном одно из 
самых важных понятий математики есть понятие о 
равенстве относительном или о эквивалентности" **). 
Ведение этого понятия в учение с числах ведет к 
определению понятия о классе чисел, т.е. сово- 
купности чисел эквивалентиых. 

В главе Х мы видели, какое”значение имеет для 
учения о тизеи числе разделение целых чисел на 
классы по отношению к целому модулю г. Мы 
можем опрепелить этн числа нак эквивалентные 
по отношению нк группе преобразований: 


хх () 


ехи х, равно кан т и Е суть числа ряда: 
От, 3 


русский перевоц, среланый мною, помешен в „Известиых 
Казаиснаго физико-математического Ощества“ за 19 г, и 
ы „Новых идеях в математике“ Сборник М 5. 

.*) Положения, излагаемые в начале этой главы, были. 
вывказаны в виде напечатанных тезисов к моей магистер- 
ской диссертации: О функциях рациональных, аналогичных 
< функциими двояко-периолическимн. Казань, 1880 г. 


„Класс чисел бунет таким образом совокупность 
чисел, перехолящих одно в другое вследствие 
соответствующей групиы преобразований, и таким 
образом как бы равных по отношению к лреобра- 
зованиям группы". 

Группа (} может быть рассматриваема как повто- 
ренное безконечное чиспо раз ‘производящее пре- 
образование х’==х-|-пт. Совокупность всех целых 
чисел может быть поэтому рассматриваема, как 
нласс чисел эквивалентных по отношению к группе, 
произзолящее преобразование которой есть 


жен НЫ 

Мы можем применить определение эквиваленг- 
ности по отношению к группе преобразований (1), 
заменяя целые числа к их комплексными числами 
хуи =: ху”. Числа 2 и 7’ будут экви- 
валентны, если угу’, Х’=х (мод. пп), 

Разделение области комплексных чисел на кяассы 
по отношению к группе (!). может быть тогда на- 
главно изображено, благопаря геометрическому 
представлению комплексных чисел точками (аф- 
фиксами числа); пля этого плоскость должна быть 
разделена на безконечное множество полос линиями, 
параллельными оси Оу и проходящими пруг от 
друга на расстоянии равном т. Тогда всякому числу 2 
соответствует эквивалентное приведенное число 2, 
аффикса котораго лежит в так называемой фундо- 
зентальной области, за которую можно принять, 
например, илм ‘полосу, ограниченную осью у и 
линиею, которой уравнение есть х = т или нолосу, 


р 


ограниченную линиями х == т. 

„Всякому вопросу об энвивалентиости соответ- 
ствует вопрос об инварианте, т.-е, такой функции, 
которая, во-первых, имела бы. одно и тб же зна- 
чение для всех эквивалентных чисел и, во-вторых, 


обратно каждому значению которой соответствуют 
только эквивалентные числа” .*). 

Инвариант есть следовательно функция, не ме- 
няющаяся. от всех преобразований группы, Зна- 
чение инварианта в теории трупп префбразований 
или эквивалентных чисел соответсвует тому значе- 
нию, которое имеют в высшей алгебре, созланной 
Лагранжем и Галуа функции, неизменяющиеся от 
групл перемещений бука,, (симметрические, знако- 
переменные, циклические, метацинлические и т, п.), 

Для класса целых чисел, эквивалентных ло отно- 
шению к группе (1), инвариантою является или функ- 

й 2=й . 
ция тапа а или е ® Втом случае, когда 1 есть 


некоторое целое число. соответствующее значение 
транцендентной показательной функции есть один из 
хорней уравнения 3" ==1, т.е. некоторое целое 
алгебраическое ‘число пиклотомического’ тела (см. 
тл. Х). Громадное значение этих целых алгебраи. 
ческих чисел вытекает из знаменитой теоремы Кро- 
некера: „корни всякого Абелева алгебраическогоура- 
внения < целыми коэффициентами суть рациональ- 
ные функции этих целых алгебраических чисел“ **) 
или иначе говоря решения всякого Абелева алге- 
браического уравнения < целыми коэффициентами 
<водится на решение уравнений деления круга. 
Группа преобразований 2’.=:л-- т асть простей- 
ший частный случай групны линейных (или проэк- 


тивных) преобразований випа 


=} В ленциях Кронекера, изданных Гензелем, ниварианта 
называется харантернетическою, если она удовлетворяет не 
только первому, но. и второму условию. 

м Вей. МопайБег. 1853, 

7#*} Предоставляем читателю, знакомому с основаниями гео- 
‚рии эалиптических фунвции, рассмотреть. группу преобра- 
`зований 2’== 2 = м К-- пт К”. где ши п” суть произволь- 
р 


Анри Пуанкаре (1854 - 1912. 
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Соответствующие этим группам инварианты на- 
сят названия аутоморфных функций; начало их 
теории положено Пуанкаре в ряде сообшений, сле- 
ланных в Парижской Академии в 1881—83 г., ив 
ряде мемуаров, напечатанных в первых томах „Ас 
пайетайса“ *) {1882-—84). 

Из этих групп, особый интерес представляки! 
1} группы конечные, т. е. состоящие из конечного 
чиспа преобразований и 2) группы, получающиеся 
з предположении, что а, 3, }, 8— суть целые числа, 
удовлетворяющие равненству « 8— у == 1 {молуляр- 
ные грувпы). 

Теория конечных групп совпадает с теориею 
урупя нвижений, совмешающих правильные `много- 
транники; инвариантами являются рациональные 
функции специального вила **). Соответственные 
влассы чисел состоят из конечного числа (2п, 12, 
24, 60) эквивалентных комплексных чисел ***), 

В тесной связи © этим первым вопросом нахо- 
дится новая отрасль математического природове- 
дения математическая кристеллография (см. гл. ХУ), 


Для теории чисел напротив представляет особый 


ные целые числа, К и К’ произвольные вещественные числа. 
Этой группе соответствует разделение плоскости на конгруент- 
ные прямоугольнийи и двоякопериолнческие функции, с пе- 
риодеми Ки К’, как инварианты. 

$) В 1216 т. изизн под редакциею Дарбу второй том: „Овиу- 
*ез Ча Неля Росагё". Пругим источником вля изучения 
зугоморфных фуниший можёт служить сочинение Клейна и 
Фрике:  Убмезиицей пЪег 4е Треоце Чег ашогпогрпеп 
БипесНолей 1837, 

**) Для знакомства < конечными группами можно реко- 
мендовать книгу Клейна: УоНезипаеп. Бег дег (озазфег 
1884. См. также мою выше упомянутую диссертацию. 

**+) Решение этого вопроса зазисит’от решения в целых 
числах Диофантовского неравенства 


1 т 
Вы 
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Янтёрес второй случай, когла группе соответствует 
хласс эквивалентных чисел, связанных равенством 
‚ЕВ 
гле в, о <уть шелые числа, удовиетворяющие 
условию: #8 — В+ 

В 54мм. Х были рассмотрены свойства этого 
класса и было указано, что в этом классе, всегиа 
можно найти число в == х-—'у{ такое, что х?-!-уз721, 

1 

<=. 

Континуум всех чисел, таким образом опреде- 
ленных, наполняет полосу, ‘снизу ограниченную кру- 


том радиуса 1, имеющим центр в начале коорли- 
нат и с боков двумя линиями параллельными осн 


+ 
у и нахопящимся от нея на расстоянии равном --- 


Исходя из этой фундаментальной области, мы 
можем покрыть всю плоскость эквивалентными 
областями, пслучающимися, применяя к фунпемен- 
тальной области все преобразования группы. Функ- 
ция, которая как в фундаментальной области, так 
и в кажлой < нею эквивалентной, принимает все- 
возможные значения и является инвариантою пля 
молульной группы, т. е. удовлетворяет уравнению 
$ («):=% 9. обратила уже на себя внимание 
Гаусса, кав видно из оставшихся ненапечатанными 
дополнений к его знаменитому мемуару о среднем 
арифматико-геометрическом числе; в этих дополне- 
ниях находится и рисунок фундаментальной области. 
Позже эта функция рассматривалась Эрмитом и 
Дедекиндом и носит теперь название модульной 
функции. Она тесно связана с теориею эплиптичес- 
ких функций, получающихся при обращении эллип- 
тических интегралов, Ея выражение особенно просто, 
если рассматривается Вейерштрассовская функция 
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2`{и), являющаяся при обрашении эллиптического 
интеграла 


уз 


Е 


Если периолы функции р (и) обозначены бук- 
вами в, в., а их отношение буквою ®, то отнощение 


нению 


если 


уы 
есть одно из прёобразований модульной группы, 


Таким образом отнощение рассматри: 


ваемое как функция от « будет слеловательно иско 
мая модульная Функция .) (ч). 

Частные значения этой функции 4 (®) для тех 
комплексных чисел ®, которые суть корни уравне- 
ния чт -|- 9 -- ст=0 с целыми коэффициентами, 
суть целые алгебраические числа, которые сохра- 
няют оцно и то же значение дпя всех чисел, при- 
надлежащих к одному и тому же классу. Так как 
классы чисел и соответствуют классам квадратич- 
ных бинарных форм, то эти целые алгебраические 
чисна’ носят название инварнантов класса (Са$5 
1пуагагиеп} и имеют весьма важное значенне пля 
теорин бинарных квадратичных форм. С другой 
стороны числа « нвапратичного мнимого тела 
эмеют то замечательное свойство, что соответствую- 
шая им эллиптическая функция от (па) для некото- 
рого компленсного множителя (п), выран;ается ра- 
ционально через эллийтические функции от (ч.) 
Кронекер в сьсих исснепованиях по этому вопросу 
(теория компленсного умнажения)-дал в 1857 г, заме- 
чательную теорему, по которой классовые инва- 
рнанты играют пля ввапратичного мнимого тела ту 
же роль, которую корни из единицы играют дия 


чёла рациональных чисел. Мо эй тёореме корни 
всякого `Абелева уравнения, коэффициенты кото- 
рого суть числа квадратийного, мнимого тела, вы- 
ражаются рационально < помошью классовых ин- 
вариантов. 

Сопоставление двух теорем Кронекера *) естест- 
венно приводит к задаче об их обобщении на сяу- 
чай, когда вместо области рациональных чисел или 
чисел мнимого квадратичного тела, раёсматривается 
тело каких либо алгебраических чисел, 

Эту завачу Гильберт считает одною из самых 
тлубоних н самых важных во всей теорим чисел 
им функций. *) К решению этой задачи, говорит 
он, можно повидимому прийти различными. путями. 
Решение арифметической части задачи должно ос- 
новываться на общем заноне взаимности вычетов 
1-той степени в произвольном теле чисел 


$) Доказательство первой теорены Кронакера дано быно 
Вебером (1886) в его теорми Абелевык тел и позже Гиль- 
бертом (18961. {Смотри его классический ‘отчет: $ 100—131). 
Что касается до второй теоремы, „юношеской мечты Кро- 
некерз". то доказательству ся посвящены рибеты проф 
фютера г. Базелс (1903—-1910}, основанные ма теорни „число 
вых лучей“ (см. гл. Х). Некоторыс недостатки ловазательстви 
затор предполагает пополнить в специальном сочиненяи о 
комплексном умножении эплиптичесиих фунвций. 

+" Труды 2-го Межнунзродного Математичесяего съезяя 
в Парнме. стр. 89. 
*} Современная постановка учения о законах взанмиости 
какой-либо степени в произвольном злгебреическом теле 
созвана выдающимися работами "Гильберта (1897 — 1899, 
который р мемуаре об. относительно-квапратичных число“ 
вых телах уназал, что употребляемые им метопы н в 060- 
бенности теория классовых тел могут дать ‘законы изаим- 
нести высших. стеленей. Это уназание Гильберта нашло 
подтверждение в работах Фуртвенглера, Вельмина, Лицмана 
и др. Первый дал вовазательство сушествования нлассовоги 
тела для произвольной алгебраической области (Ма. Апп. 
ВЧ. 63. 1967); второй изучил теорню вычетов восьмой сте 
лени (Варшава, 1913}. 
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Что касается ло той части залачи, которая отно- 
сится в теории Функций, то здесь исходною точ- 
кою должны служить те поразительные аналогии, 
которые существуют ‘межну теориаю алгебраиче- 
ских функций и теориею алгебраических чисел. Так 
числу. классов соответствует род Римановской по- 
верхности; теореме о существовании конечного ин- 
теграла на поверхности Риманна должно соответ- 
ствовать показательство сушаствования некоторого 
специального алгебраичесного числа; принципу Ди- 
рехле — теорема о существовании некоторых спе- 
циальных простых идеалов и, наконен, знаменитой 
теореме Абеля соответствует в теорни тел, пля кото- 
рых число классов идеалов равно 2, обобщенный 
закон взаимности квадратичных вычетов. Тесная 
связь, которая уже в настояшее время существует 
межлу задачами трех основных ветвей математики: 
теориею чисел, алгеброю и теориею функций, при- 
водит Гильберта к убеждению, что для успехов 
теории аналитических функций от многих перемен“ 
ных’ необходимо открытие’ и изучение фунчиий, 
которые для панного тела алгебраических чисел 
должны играть ту же роль, которую показательная 
функция играет для тела рациональных чисел и моду- 
лярная функция для мнимого квадратичного тела *). 


$ 2, Аналитическая теория чисел, 


Та тесная связь, которая существует межну тео- 
риею чисел и анализом, проявляется в тех взаим- 


=) Запача, поставленная Гильбертом, вызвала уже многия 
интересныя исследования, имеющия целью ‘распространение 
теории модулярной фуниции на многия переменные. К тм. 
же модулярным фувтам, к которым ‘приводя эти иссле- 
дования Блюменталя и Геке (Машет, Апр. Ва, 53, 53, 71 
(1912) пришел исходя из задачи преобразования Абелевых 
функций Пикар и поназал связь этих групп < аутоморф- 
выми преобразованиями неноторых тернарных ивадратич- 
ных форм, 
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ных услугах, которые эти два отдела чистой мате- 
матики оказывают олин другому. 

Приложения анализа в теории чисел составляют 
сами особый отлел математики, который носит на- 
звание аналитической теории чисел и начало кото 
рому положено Эйлером (см. гл. УИ} и Гауссом 
{см, гл. 1Х). Эйлер и Гаусс пользовались анализом, 
т.е. учением о непрерывном, лля решения вопро- 
сов теории чисел полобно тому, как создатели ма- 
тематической физики (Фурье, Пуассон, Коши, Ламе), 
стоя на молекулярной точке зрения, заменяли тем 
не менее в своих исслепованиях конечные суммы 
определенными интегралами. 

Но только Лежен-Цирихле стал систематически 
искать познания тайн ‚целых чисел, применяя к 
этому исканню метолы учения о непрерывном. 
Поэтому его исслелования резко отличаются от 
исследования его гениальных прейщественников 
тем, что его методы дают не только случайные 
результаты, но решение общих задач арифметики, 
не поддающихся чисто арифметическим метонам. 
Куммер в речи, посвященной памяти своего учителя 
справедливо говорит, что методы Дирихле соста- 
вляют для теории чисел такую же эпоху как и ге- 
Виальная „гёуоиНоп зйепёЙаие“ (выражение Огюста 
Конта), произведенная Декартом, когда он в своей 
Оёопзёе научил систематически прилагать анализ 
к гесметрии. Первое приложение нового метода 
решения аналитических вопросов, сделанное Пи- 
рихле, касалось теоремы, по которой кажная арифме- 
тическая прогрессия,’ числа которой нё имеют 
общего множителя, содержит в себе безкогечное 
множество простых чисел. Мы уже имели случай 
упоминать об этой теореме (см. главу 11), на ко- 
торой межпу прочим основывалось, как на посту- 
латуме, первое доказательство закона взаимности, 
данное Лежаниром. Обобщение приёма, который 
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Эйлар, рассматриези соотношение межну безконеч- 
ным пронзвелениям и безконечнаю строкою (см. 
главу \/) доказал безкомечность числа простых 
чисел, привело Дирихле в новой методе опре- 
деления предельного значения общего ряда 
степеней положительных убывающих чисел, общий 
показатель которых стремится к единице, Необхо- 
димость при применении этой методы доказать, что 
некоторая сумма отличается от нуля, представила 
большую трудность, особенно в том случае, когда 
разность арифметической прогрессии есть число 
сложное. Но именно эта трудность была преопо- 
лена Пирихле и результат, полученный им послу. 
жил .поволом ко второму приложению анализа к 
теории чисел, к одному из наиболее важных н 
блестящих отнрытий Дирихле, а именно к опреце- 
лению числа классов бинарных нвадратичных форм. 
Сумма оказалась совпапающею с числом классов 
и следовательно не равна нулю. Вопрос об опре- 
цёлении числа классов бинариых квадратичных 
форм занимал’ Гаусса; из отрывка одного‘ ме- 
муара, найденного -в его бумагах“), видно, что 
‘выражения для числа классов, данные „Дирихле в 
его знаменитом мемуаре: Кесвегспез зиг @№егзез 
аррНсацот$ 4е |апаузе шмИпНёзитае а’/а Неопе 
4ез потЬгез (1837), были найдены Гауссом еще в 
1801 г. Отрывок Гаусса не нает полного доказатель- 
ства, но он итересен тем, что касается в значитель- 
ной степени элементарного геометрического вопроса 
определения площади круга. Гаусс при этом при 
меняет обыкновенную методу, состоящую в том, 
что фигура покрывается сетью квадратов с умень- 
зающимися по величине площадками и затем сосчи- 
тывается число этих площадок. Минковский называет 
эту метолу миидебвопическох. Метову Дирихле можно 


=} Мекке 84. 1. 
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напротив, назвать еикроехоличеекою,.  Исслепуёная 
фигура’ непрерывное расширяется равномерно во 
всех направленнях, исхоля из некоторой неполвиж- 


пена и. и. 


Густее Лежёл дирихле {1805—1859}. 


ной начальной точки, и ‘для каждой узловой точки 
замечается, при каком отношении увеличения она 
находится. на контуре Фигуры. Сумма обратных 
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значений помученных таким образом чисёл увели“ 
чения для всех узловых точек была бы безконечна; 
мо если вместа обратных значений мы. возьмем 
зтые степени их, то приходим к некоторой фун- 
&ции от (5), вполнё характеризуемой первоначаль- 
ною фигурою. Эта функция (5) допуснает анали- 
тическое прополжение на всю плоскость комплекс- 
ной переменной, но пля 5==1 обрашается в безно- 
нечность 1-го порядка; соответствующий интеграль- 
ный вычет дает величину площади фигуры, 
Дирихле распространил позже свои исследования 
на квапратичные бинарные формы, которых коеф- 
фициенты суть комплексные числа Гаусса, И в 
этой более общей теории вопрос сводится к ис- 
следованию аналогичных рядов; ряды, . введенные 
Дирихле, справедливо носят его имя, и его иссле- 
дования по теории сходимости рядов являются на“ 
равне с работами Абеля и Коши основными в уче- 
нии о ряпах. После этих работ стало невозможным 
то бездоназательное пользование рядами, которое 
характеризует работы Эйлера. Это влияние иссле- 
дований в области теории чисел на’ один из важ- 
чейщих отпелов анализа составляет один из наи- 
более замечательных примеров той глубокой связи, 
к-торая существует между двумя отлелами чистой 
математики, повидимому столь различными. 
Другой вопрос аналитической теории чисел, ко- 
зорый также имеет болыное значение, есть вопрос 
06 определении средних значений числовых функций. 
В нашем историческом очерке мы встретипись уже 
< некоторыми важными числовыми функциями, 
например, с функниею Эйлера ? (т), выражающею 
число чисел взаимно простых с числом пз и мень- 
ших т ис функциею / (п)—суммою делителей числа 
п; в следующей главе читатель познакомится с чи- 
<ловою функциею Ч (п), выражающею число чисел 
абсолютно-простых и меньших п. Теория числовых 
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функний, к которым можно причислить также м 
функцию Е (х), т. е. наибольшее пелое число, заклю* 
чаюшееся в х, препставляет интересный отдел 
чистой математики, развитие которого, по спра- 
вепливому указанию Чезаро, тесно связано с даль- 
нейшими успехами высшей арифметики. К сожа- 
лению, непостаток времени не позволяет нам по- 
знакомить читателя даже в самом беглом очерке 
© многочисленными работам в этой области Ме- 
бнуса, Лиувилля, Мертенса, Лилшица, Гегенбауера, 
Чезаро и мн. ‘др. Из русских математиков в этой 
области работали В. Я. Буняковский, П. Л. Че- 
бышев, Н. Я. Сонин, Н. В. Бугаев. Последний в ряде 
многочисленных работ приложил к системати- 
зации учения о числовых функциях введенные им 
понятия о числовой произволной, об интеграле чи- 
словой. функции по всем числам и об интеграле п® 
делителям. 

Важность вопрса об определении срелних значе- 
ний числовой функции объясняется неправильностью, 
характеризующею вообще ход числовых функций. 
Так, например, значениям чисел от 100 до 107 с0- 
отвётствует следующий ряд значений числовой фун- 
ции Эйлера: 


100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 
40, 100, 32, 102, 48, 48, 52, 106. 


Еще болышую неправильность представляет хож 
числовой фуннциии, выражающей число пелителей; 
значения этой функции, вообще повольно большие, 
для простых чисел равны двум. Отсутствие пра 
вильности в изменении значений числовых функций, 
приводит к убеждению, что такие числовые функ- 
ции не. могут ‘быть точно представлены функциями 
анализа. Но в то же врёмя естественно является 
зопрос, нё выравниваготся ли эти неправильности 
‘арифметической функции при рассмотрении весьма 
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большого ряда слёдующих одно за другим значений 
функции, и не может ли таким образом быть ра- 
скрыт истинный закон изменения числовых функ- 
ция. Постановка и первые примеры решения этого 
вопроса даны Гауссом в Паше Нопез ($ 301—305) 
для числа ропов и классов бинарных квадратичных 
форм отрицательного определителя, без указания на 
методы решения. Такие указания были в первый 
раз даны Цирихле в мемуаре: „Об определении 
средних значений в теории чисел“ (1849 г. \Меке, 
ВЧ. И $. 51). Средним значением числовой функции 
Е ®) в интервале от 1 до п Гаусс и Лирихле назы- 
вают 

Цинна 


Е 
2 } 

Предел этого выражения пля п=- > илн средиее 
значение функции !.(х} обозначаемое МЁх), дает 
вместе с тем очевидно‘ ассимптотическое, выраже 
ние суммирующей функиинЕ (п) =# (1) -= Е (2). 
-СЕ(п). Метод Дирихле, основанный ма свойствах 
функции Е (х), *} дает возможность оценить верхний 
предел ошибки ассимптотинеской формулы.  Воро- 
ной в мемуаре Зиг ип ргоЫёте ди са|си} дез юпеНопз 
азутрюнацез (СгеЙе’з, /юити. `126) развил новый 
метод, пающий предел погрешности значительно 
меньший, чем получается по способу Дирихле: **} 
Не имея возможности войти в большие полроб- 
ности относительно этих исслелований, ограничусь 
только приведением одного примера. Выше было 


=) Функция Е (<). ноторая можег бьь назвара получиело- 
вою, Так как переменные могут принимать все нешествен- 
ные значения, была предметом многих исследований: в том 
числе В. Я. Буняновсного, Н, В. Бугаева. Н Я. Сонина и 
Г. Ф. Вероного. 

+} Отиетим тание работу М. М. Зиноградова (Изв. Петерб. 
Анад. Т917 г.], в которой меншу прочим в первый раз в пол. 
ном объеме доказано ассимитотическое выражение Гаусса 
аля суммы числа классов собственно примитианых форм. 
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Георгий Фоодосъевич вороной (1868 1908}. 


указано на крайнюю неправильность числовых 
‚функций--зисла лелителей некоторого числа. Ди- 
рикле нашел вля этой функции Б, ассимптотиче? 
ский закон суммы Б, НБ, --...-Р а под видом 


(о = $) ва п-{-2Сп, где С есть известная 


Эйлерова постоянная 0,577215.., и ассимтотический 
заксн пля Ь, под видом: 


2С 


Для в =< 1Ю0 действительное‘ значение суммы 
Ы-Е-НЬ, +...-Е Ба есть 482; ассимпитотичесная 
формула дает 478, 2; для п == 2000 соответствующие 
числа суть’ 1098 и 1093,2. 

Вопросы нами рассмотренные представляют про- 
стейшие примеры из обширной области аналити- 
ческой теории чисел. Отсылая читателя к един- 
<твенному сочинению, излогающему систематически 
-иекоторые части этой теори {ВасНтапп. Ге апа- 
Изспе 2аепфесне, [лерх. 1894), мы ограничимся 
приведением еще некоторых вопросов этой теории. 
Кронекер приложил аналитичесние методы к полу- 
ченню теорем теории композиции форм, выведенных 
Гауссом арифметическим путем. ДЛеденинд по 
образцу исследований Дирихле о числе классов 
бинарных квадратичных форм вывел формулу пля 
выражения числа классов ипеалов произвольного 
алгебраического тела с помощью обобщения того 
безконечного ряла, который послужил Эйлеру пля 
показательства безконечности числа простых чисеп, 
Связь, которая существует между простейшими ауто- 
морфными функциями (эялиптическими и молуляр- 
ными) и теориею чисел может быть обобшена, нак 
локазали иссленования Пузнкаре сб арифметических 
инвариантах и о приложении аутоморфных функций 
к арифметике. Наконец в исслевованиях Вебера по 
теории комплексного умножения эллиптических 
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Ююдп. 


функций выясняется зназение 65 упобных чисел 
Эйлера. Но вопросы, которые интересовали Эйлера 
при изучении этих чисел (см. главу УИ), еше ждут 
решения. 


$.5. Ирифиетинеские вопросы в анализе. 


Та тесная связь, которая существует между гео- 
метриею и анализом, проявляется © одной стороны 
в прелставлении геометрических протяжений анали- 
зическими выражениями (аналитическая геометрия} 
и многообразными приложениями анализа-к вопро- 
<ам метрической геометрии (дифференциальная и 
интегральная геометрия), Но она проявляется танже и 
обратно в том влиянии, которое геометрия имеет на 
развитие многих отделов чистой математики. В$ 1 мы 
говорили о теории аутоморфных функций, которая 
хушественным образом основана на изучении гео- 
метрических свойств линейных. преобразований и 
на разделении плоскости комплексного переменнога 
ив безконечнае множество круговых треугольников, 
Не меньшее значение приобретают геометрические 
представления и в теории дифференциальных ура- 
знений благоларя рабстам Клебща (связь теории 
конненсов и особенных решений) и Софуса Ли. При 
той тесной связи, которая существует межлу выс- 
шею арифметикою и анализом, мы должны точно 
также ждать наравне с аналитическою теориею чисел 
и обратно— развитие влияния арифметических точек 
зрения на анализ м расширение приложения целых 
чисел к изучению математического континуума, т. е- 
области вешественных и номплексных чисеп. В 
истории математики в Х[Х столетии мы действи- 
тельно можем встретить и то и пругое. Влияние 
арифметики проявляется в анализе через посреп- 
хтво теории конечных групп, в которой свойство 
зисла (порядка группы) имеет громадное значение, 
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Мы уже имели случай указать, что современная: 
высшая алгебра основывается ‘ма приложении 
абстрактной теории групп к группам перемещений 
букв и этим объясняется значение высшей арифме- 
тики для высшей алгебры. 

Подобный же’ пример’ представляет теория. пре- 
образования эллиптических функций, совпадаю- 
шая с теориею грунп линейных преобразований 
7 = 2 ь при чем а, Ъ, с, 4--суть целые числа, 
связаныя условием ар — с4-- Свойства целого 
числа п определяют характеристические свойства 
соответствующего преобразования. 

Оба упомянутые вопроса — вопросы сравни- 
тельно новые, олин из них ведет свае начало ст 
Лагранжа м Галуа, другой вопрос в общем виде по- 
ставлен Якоби. К этим двум вопросам прибавим и 
третий, связанный с именами математиков, которыми 
гордится русская наука, вопрос 96 интегрированни в 
А) 4х 


конечном виве нитеграла 


решенный Чебышевым для случая, когда каэффи- 
иненты <уть рациональные числа и свеленный Зо- 
лотаревым в общем случае, когда козффициенты 
суть числа вещественные, к применению ‘общей 
теории целых алгебраических чисел. Наряду с этими 
вавыми вопросами не переставал и не перестает за- 
инмать внимание ученых, разрабатывающих теорно 
чисел, и другой запрос--вопрос о приближенном 
выражении иррациональностей через дроби, т.е. 
зрез пару двух целых чисел, вопрос, который зани- 
мал Теона Смирнского и Архимеда (см. главу. НГ) и 
который позже привел Глойгенса к созданию теории 
вепрерывных дробей. В приложении этой теории к 
вопросам о приближении к иррациональностям ив 
стремлении обобщить алгорифм непрерывных дро- 
бей мы можем отметить наравне с именами Лагранжа 
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Якобы, Эрмита„Крдыекера, Мниковокого;, имена Че- 
бып!ева, Вороного м И. А. Маркова. 
Вопросы этого рода принавлежат часто к вопро- 


Егор. Ивацовия Залоторбв (1847—1878), 


сам; которые, по. выражению Чебышева, ‘ставит 
нужца (Гюйгенс развивал теорию непрерывных 
'дробей, желяя усовер:ненствовать построение зуб- 
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чатых колес), не значение их выходит ‘далеко 35 
пределы практического прияожения. Теория при- 
ближенного выражения иррациональностей привела 
Якоби к доказательству одной из самых важных 
истин теории функций: фуняция от. одной колтленс- 
ной переменной не может иметь более дзут периодов. 

Приведем еще два примера арифметических во- 
просов, к решению. ноторых приводятся запачи 
теории функций, Эйзенштейн и Гейне дали заме- 
чательную теорему, определяющую арифметический 
характер коеффициентов разложения в строку алге- 
браической функции. На основании этой теоремы 
Ландау (1904) вывел условия, при которых. ауто- 
морфная функция, определяемая гипергеометриче- 
<ским уравнением, есть функция. рапиональная.- Во- 
прос этот бый предметом знаменитого ‘мемуара 
Шварца (1873) *).`Арифметическим путем Эррера 
{1913) показал, что условия Шварца не только 
необходимы, чо и постаточны, Мемуар Эрмита (1855} 
© преобразовании Абелевых функций основан на 
арифметической теории систем чисел (матриц), ко- 
Торой начаяо положено Гауссом (в леории компо- 
зинии форм), и которая позже была предметом 
исспелований Эйзенштейна, Смита. Кэли, Фробе 
ниуса и др. 


ХМ. 
„Муменма тахте гесонёНа. 
АапигаНо депегае диезИоцем, 
дцезКо — имезнааНолели, 
зпуезёдаНо — {пуепболет, 
41. Проблема простых ` чисел, ^ 


Месмотря на тесную связь межлу высшею ари 
метикою — учением о прерывном — и анализом — 


=} Мате Ва. Н 
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учением о непрерывных величинах, несмотря на 
взаимные услуги ими друг. другу оказываемые, 
высшая арифметика отличается от анализа и по- 
становкою своих задач и методами их решения. Эти 
особенности высшей арифметики, отражающиеся во 
всех ее исследованиях, привлекали к ней многих 
гениальных математиков; они вызвали то высокое 
научное воодушевление Фермата, Эйлера, Лагранжа 
м Лежандра, которых Гаусс называет, „людьми 
несравненной славы, потому что они открыли путь 
к святыне этой божественной науки и показали, 
какие богатства в ней скрываются“. Особенности 
эти заключаются в простоте ее оснований, в точ- 
ности ее понятий и в ясности её истин. Особен- 
ную заманчивость придает высшей арифметике 
только ей присущая особенность, что многие ея 
истины просто и легко открываются путем наблю- 
дения и индукнии (напомним наблюдения над. удоб- 
ными числами Эйлера, назвавшего один из своих 
мемуаров: „Ое изи орзегиайониг {п пла ез! рига)“ 
и в то же время представляют большие трудности 
для доказательства. Именно это, говорит Гаубс в 
другом месте, придает высшей арифиетике „ту вол- 
шебную прелесть, которая спелала ее любимою 
наукою величайших геометров.“ Действительно. 
арифметика почти единственный отдел математики, 
в котором мы встречаемся < широким применением 
индукции, основанной на наблюпении. С другой 
<тороны именно история теории чисеп предста- 
Вляет поразительные примеры трудности, с кото- 
рого показываются повидимому простые истиньь 
Такой пример представляет определение знака 
‹уммы, известной под именем суммы Гаусса. „В 
течение четырех лет, пишет Гауче Ольберсу в 
1805. г. релко проходила неделя, в которую я не 
делал бы той или пругой попытки развязать этот 
узел. Но все старания, все усилия были тщетны, 
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печально я клая меро. Но недавно это удалось 
„Ыозз ЧигсН 4е Чпаде СоНез“: загадка разреши- 
лась с быстротою моими и легко... и когда я из” 
ложу этот вопрос, никто не будет в состоянии 
представить себе, каного напряження стоило мне 
это решение“. 

Теория чисел препставляет и теперь много по- 
ложений, до сих пор.ни доказанных, ни опровер- 
тнутых, в то же время простота этих положений 
приводит к убеждению, что метоа, которым какое- 
либо из этих положений будет доказано или опровер- 
гнуто, будет в том ив другом случае методом, откры- 
вающшим нам новые широкие пути исследования. 
Одним из таних таинственных по своей простоте н 
в тоже время до сих пор педоступным положением 
является положение, известное под названием тео- 
ремы Гольпбаха*], по которой всякое четное чиёло 
есть сумма пвух абсолютно простых чисел. Знаме- 
зитый создатель теории множеств, Георг Кантор, 
проверил это положение на, всех числах до 3000. 
Столь же просто и ясно положение, высказанное 
князем Полиньяком: „всякое простое число есть раз- 
ность двух простых чисел“. Все вообще вопросы, ©вя- 
занные с ряком простыхачисел, полны загадочности 
и давно уже привлекают внимание математиков. 
Эйлер в 1760 году (ХХУ. Бе питемз рии мае 
тпадг!) писал, что едва ли найдется математик, #0- 
торый не потерял бы безполезно много времени, 
стараясь проникнуть в закон порядка распределе- 
ния простых чисел между натуральными, и сравни“ 
вает этот вопрос < квадратурою круга. 

< того времени, когда Эйлер написал эти слова» 
выдающиеся математики направили свои усилия на 
выяснения закона убывания частности простых. чи. 
сел. Что эта частность или плотность убывает, по“ 


) См, о ней. глазу (У, стр. 111. 
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хазывают нам прежде всего нахолящиеся в нашем 
распоряжении таблицы простых чисел в первых 
девяти миллионах *). 


Благопаря замечательным формулам Мейсселя**) 
мы имеем возможность определить действительное 
зиспо простых чисел палеко за прелелами этих 
таблиц. М таблицы и формулы. Мейсселя указы- 
вают на постоянно уменымающуюся плотность 
простых чисел. Число простых чисел в первом 
миллионе равно 78.499, во втором 70.433, в девя- 
`том-—62.760, в первой сотнё миллионов 5.761.460 
т.е. плотность равная для первого миллиона 
781499— для первой сотни миллионов ‘равна 57,614, 
Но правильность, с которою по таблицам число 
простых чисел уменьшается от одного миллиона к 
следующему, уменьшается, если мы будем рассма- 
тривать меньшие интерваллы. Так для интерваллов 
в полмиллиона чисто простых чисел не уменьшается 
постоянно при перехопе от олного полумиллиона 
к следующему: в интервале между 8.500.000 и 
9.000.000 число простых чисел равно 31.396, межяу 
тем как в предыдущем полмилльоне (8.000.000 — 
8.50.00) их на 32 числа меньше. Еще большая 
неправильность обнаруживается, если мы будем 
рассматривать меньшие интерваллы. В введении 


) Первые таблицы простых чисел были изцаны в сере- 
дине ХУП столетия Шутеном и Пеллем и доведены были 
только дб 100.000, В Х\Х века изданы таблицы Бурнгарла. 
дающие простые числа и делители сложных до 34036000 и 
таблицы Дазе, заключакиние в себе числа от 6.000.000 ло 
9.000.000, По поручению Комитета Британской ассоциации, 
<остоявшего из Кэли, Стонса, В. Томсона (порда Кельвина). 
С, Смита и Глешера, последний изцел в 1879 н 1883 г. таб- 
лишы простых чисел и делителей для четвертого. пятого и 
шестого миллионов. 

2%) Формула Мейсселя приведена в „Введенни в анализ", 
вып |. Мемуары Мейсселя помещены в МаНета!. Аппа!еп, 
зом 2и 3. 
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к таблицам простых чисел в шестом миллиона 
Глешер дает интересные таблицы, которые для каж- 
пой сотни тысяч указывают число сотен, заключаю- 
щих в себе определенное число абсолютно-про- 
стых чисел, Так, например, для интервалла между 
8.900.000 и 9.090.000 мы имеем следующую таблицу, 
в которой вторая строка дает число тех сотен рас- 
сматриваемого интервалла, в которых число про- 
стых чисел равно соответствующему числу первой 


строки: 


| 10 п 


т — 
4 | 13153 Га [15 05| 721%] И; 4 | 
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Общий характер наблюдаемого и изучаемого 
нами эмпирически явления (распределения простых 
чисел между сотнями натуральных чисел) сходен 
< характером всех случайных явлений и подобно 
им подчинен закону большия чисел. Представим 
себе, что мы имеем 6270 равных шаров и, бросая, 
стараемся равномерно распределить меяшу 1000 
яшиками, Мы найдем, что наибольшее число ящиков: 
будет содержать 6, 7, 5, 8, 4 шаров, наименьшее 
ипи слишком мало (0, 1, 2) или слишком много 
(11, 12). Но именно такое распределение и дает 
нам выше помешенная таблица. Аналогичная таб- 
лица *) показывает, что в 9 миллионах существует 
16813 сотен, заключающих в себе по 6 простых 
чисел, 16901 сотен, заключающих 7 простых чисел 
и-в то же время 9 сотен, заключающих в себе 
16 простых чисел, по. одной сотне, ‘заключающих 
8 себе 25 и 21 простое число и 24 сотни не заклю- 


%) См. „Введение 2 Внализ“, зып. Г. 
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чающих ни одною простого чиспа. Наименьшая из 
таких сотен начинается с.числа 1.671.800. Наиболее 
„плинные промежутки, не солержашие ни опного 
простого числа суть промежутки в 153 и 151 чиспо 
{4.652.353 —4.652.507 и 8.421.251—8.421.403). С дру- 
гой стороны на всем протяжении 9 миллионов 
встречаются пары двух смежных нечетных чисел, 
состоящие из абсолютно-простых чисел, как напри- 
мер 5.971.847 и 5.971.849. Таких пар в интервалле 
между О и 100.000—1225; в интервалле между 
8.000.000 и 8.100.000—518. Число таких пар, оче- 
видно, убывает, но прекратятся ли когда нибуль 
такие пары в безконечно палеко простирающемся 
ряле простых чисел-—вот один из тех загадочных 
вопросов, которые ставит эмпирическое изучение 
ряда простых чисел. 

Закон убывания плотности простых чисел и соот- 
ветствующий ему интегральный закон, т. е. чиспо- 
вая функция Ч (М), выражающая число простых 
чисел меньших М. были предметом исслепований 
знаменитых математиков; нелью этих исследований 
было нахождение для Ч (М) ассимптотического вы- 
ражения, т. е. функции от М, выраженной ‘© по- 
мощыюе символов анализа, которой отношение к 
функции Ч (4) стремится к 1, если М безпредельно 
возрастает. Розыснание подобных ассимптотических 
выражений имеет большое значение в теории ва- 
роятностей; — вывовы которой имеют значение 
толька лля больших чисел. Известно, какое зна- 
чение имеет для вывода закона болыших чисел 
ассимптотическая формула пля произведения 1.2... М, 
найленная Стирлингом. 

Первая ассимптотическая формула для Ч (М) и 
вместе с тем первая ассимптотичесная формула 
теории чисел была опубликована Лежаниром в „Еззаг 
зиг а Ибоце 4ез потЬгез (1798 г.)}; по этой формуле 
число простых чисел меньших М приближенно вы- 


Е 


ражаетсч пробью {— 168366 


Вопрос о пиотности простых чисел был первым, 
вопросом, заинтересовавшим Гаусса, как ом пи- 
щет Энке, еще в 1792 или 1793 гг., 24 декабря 
1849 г., *) т. е. когда ему еше ве было 16 лет, 
Рассматривая таблицу простых чисел, он пришел 
к убеждению, что количество простых чисел убы- 
зает пропорционально логарифму верхнего пре- 
дела или иначе, средняя плотность приблизительно 
обратно пропорциональна логарифму, откуда выте- 
хает закон пля функции Ч (М): 

х 


ч м) 


Интеграл, воторый встретился в этом вопросе 
теории чисем, носит название логарифм-интеграла 
и обозначается большею частью знаном |. 

Около того же времени в 1796 г., как видно по 
заметкам Гаусса, набросанным на одной из его 
книг, он нашел м ассимптотическое выражение 


я. А 
ив которое вполне строго было ‘показано только 


<то пет спустя Гадамаром и Лавалле-Пуссеном но 
пути, проложенному. Риманном Но и Лежанар и 
Гаусс повидимому при выводе своих результатов 
ограничивались индукциею и не имели аналити- 
ческого метода для поназательства. „Первый после 
Эвклида, кто пошел правильным путем пля реше. 
ния проблемы о простых числах и постиг важных 
результатов, был Чебыщев“, так оценивает значе- 
ние нашего знаменитого соотечественника в этой 
области автор специального трактата, посвященного 
теории распределения простых чисел, Ланпау (Бе 
Т-ерге чоп ах Уемпейноа Чег РитааНеп. 1909 г.), 


+) У’етке, Ва, |. 
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Обе работы Чебышева, посвященные теории про- 
‘стых чисел, поражают: первая об опрелелении числа 
простых чисел, ве превосходящих данной величины 


Пафиутий Львавич Чебъшев {1321 --1894}, 


1849 {в приложении к теории сравнений *} тон- 
костью анализа (входящие в нее определенные 


*} Сочинения Чебышева. Том | стр. 27. 
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интегралы только’ постоянными множителями отли- 
чаются от Риманновой функции & ($)), вторая (Зиг 
165 погпбгез ргепуега, 1852), *) налротив, элементар- 
ностью своей исходной формулы, которая, олнако, 
благопаря ‘остроумнейшим соображениям пает 
вежные результаты. Употребляя термины создан- 
ной Вейерштрассом теории Функций от веществен- 
ной переменной, в первой своей работе Чебышев 


доказал, что ‹ опчой стороны верхний препел 
Ч 


отношения > Ь а наименьший предел того же 


Е 
отношения <, Во второй работе, обратившей на 
себя внимание показательством так называемого 
постулатума Бертрана. **) Чебышев показываетъ, 
что нижний предел %3 0.92129, а верзний предел 
< 1,1055. Доказать, что нижний, предел % 1, а верх- 


ний предел < ТЪ, другими словами доказать, что 
Зы —. 


равен единице при х== се - такова была 


преп. 
шх 


задача, которую нужно было решить после Чебы 
шева. Сильзестр в 1881 г. предлагал для лальней- 
ших успехов теории ‘чисел экдать, пока родится 
некто настолько же превосходящий Чебышева 
своею проницательностью и влумчивостью, на- 
сколько Чебышев превосходил этимн умственными 
качествами обыкновенных людей, Решение задачи, 
к которому почти полощел Чебьншев, стало воз- 
можным после того, как Риманн, этот гениальный 
математин, ввел в теорию простых чисел. функ- 


цию $ (5), представляемую безконечною дробыб 
1 
тн 


та 
Г. 


... Анализ Риманна дал ему воз- 


*) Там же стр. 49, 

+*) Ели а>7 то между а и 28-—2 всегиа существует 
прогтое число. На этом постулалуме Бертран основал дока- 
затезьство одной теоремы теорин групп перенещевий. 
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`вожность поназать; какое тромадное значение 
функпия Е ($) имеет в теории простых чисел. Нов 
этом замечательном анализе остаются еше некото- 
рые полробности, изучение которых должно разъяс- 
нить, например, то местами встречающееся <гу- 
+цение простых чисел, которое пает нам эмпири- 
ческое изучение таблиц, 

После этого подробного изучения формулы Ри- 
манна, говорит Гильберт в своеЯ речи на 2-м меж- 
`дународном Парижском Конгрессе, может быть 
удастся пать точный ответ на задачу Гольдбаха и 
на вопрос о том, сушествует ли безконечное мно- 
жество пар простых чисел с разностью, равною 2 
и наконец, на еше более общий вопрос: всегпа ли 
разрешимо в простых числах хи у линейное урав- 
нение Диофанта 

ах Бу сто 
где а, Б, с сузь целые числа. и первые два суть 
числа взаимно-простые, 

На патом международном Конгрессе 1912 г. Лан- 
дау прибавил ещедва вругие, решелиекоторых тэкже 
представляется весьма трудным: 1) прелставляет ли` 
функция л?--Т при иелых значениях п безчислен- 
ное число простых чисел и 2) лежит пи между 
2? и (п--1): при всяком целом числе п ло крайней 
мере одно простое число. 


$ 2. Поспедняя теорема Формата, 


Второй вопрос, на котором мы остановим 
внимание читателя—та „послепняя теорема Фер- 
мата“, о которой мы не раз говорили в предылу- 
ших главах. Она формулирована была Ферматом в 
<лепуюших выражениях: „Сибиташет #1 440$ сиро$ 
аи дцага\о-ацадтании её депега!ег пиЦат {п п- 
Ялнит ийга доаагавит роезеет т 4иоз ешзает 
поглНИ$ {5 е5Ё АМ Чеге; сиушз ге! ЧетопзнаНопет 


35% 


пигаБНег запе Зейех!. Напе плаг! ехедийаз поп 
‹ареге!". 

Это показательство, не помещенное Ферматом 
голько по недостатку места на полях, до сих пор 
не найдено и, как говорит Люка, остается вызовом 
человеческому разуму. 

Но теорема Фермата вызвала в течение ХУ 
ЖХ века многие попытки к ее доказательству. Сам 
Фермат указал на метоц ея доказательства в слу- 
зае биквапратов. Эйлер воспользовался тем же ме- 
тодом для доказательства, что сумма двух нубов не 
может быть нубом (Еетлелё; 4 РабБте уо!. |, зес И; 
оно помешено также во втором томе „ТЬёоце 4ез 
поптЬгез" Лежандра). 

Невозможность решения уравнения жузья 20 
-была затем доказана для п-=5 Лежанпром (Тббоме 
4ез погпЬгез, 0] № и Дирихле, пля п=14 также 
Дирихле, и пля п==7 — Ламе. 

Но методы, употребленные в этих работах, равно 
как и небольшой мемуар Ибеля, приспособлены 
исключительно к частным случаям и не дают пу- 
тей к общему исследованию. В 1847 г. Ламе пред- 
ставил Парижской Академии общее доказатель- 
ство теоремы Фермата, основанное на прел- 
ложении, что комплексное число, зависяшее от 
корня уравнения х”==1 может быть представлено 
епинственным способом поц гидом произведения 
степеней компленсных простых чисел, На этот 
недостаток указал тотчас-же Лнувнль и обсуж- 
дение этого вопроса в заседании Парижской Вка- 
демии привлекло к теореме Фермата внимание Коши 
ивызвало целый ряд его мемуаров, посвященных тео- 
рии пелых комплексных чисел или „радикальных по- 
линомов“, как их называет Коши. В первых мемуарах 
Коши пытается доказать неверное предложение что 
и для общих компленсных чисел, нак и дия чисел 
Гаусса (см. гл. Х) норма остатка при делении одного 
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комплексного. числа на пругое можёт быть сделана 
менее нормы делителя. Позже эн принимает это 
препложение, как постулатум, н накомаш признает 


Янов Бернулли (1661-1704). 


и доказывает его неверность. Ланные им позже 
интересные творемы заключаются как частные слу- 
чаи в общей теории Куммера. В числе этих теорем 
Коши находится и теорема, связывающая неожи- 


данно теорему Фермата © вхлом кробей-коэффи’ 
циентов в разложении сумм степеней послелова- 
тельных натуральных чисел: 1* 28 --.....-- п® по 
<степеням п. Эти замечательные проби были вве- 
дены в анализ знаменитым творцом закона боль- 
ших чисел Яновом Бернулли и носят название 
Бернуллиевых чисел. 

Общая теория Куммера, основанная на введении 
идеальных чнсел, дала ему возможность локазать 
теорему Фермата для всех показателей, которые 
СУТЬ „правильные“ числа, Куммер называет пра 
вильным числом нечетное простое число », если 
оно не`входит множителем ни в один из числите- 


ы ЗЕ 
лей первых Бернулямевых чисел. *) 


Таблица чисел Бернулли показывает, что в пределе 
первой сотни существует только три неправиль- 
ных. числа 7: 37, 59, 67. Так 37 есть делитель 
числа 7709321041217, чиспителя шестнадиатого Бер- 
нуллиевого числа Вш; точно также 59 есть пелиз 
тель числителя В» и 67 делитель числителя (за- 
ключающего 35 вифр) В», 

На основании особых исслепований Куммер до’ 
казал, что теорема Фермата имеет место и пля трех 
„неправильных“ чисел. Но общего доказательства 
теоремы Куммера до сих пор не дано, и по-преж- 
нему остается загавкою, имел ли Фермат рока- 
зательство, о котором он писал. В 1909 г. по лухов- 
ному завещанию Вольфскеля, Геттингенское Обще- 
ство получило капитал в 109.000 марок, который: 
должен быть вылан лицу „доназавшему теорему 
Фермата изи в общем виде и’.и дия тех случаев, 
когпа она справедлыва.“ Сотни ощибочных доказа- 
тельств лиц, незнакомых с трудностью вопроса; по 


®) Такая таблиша дана, наприм., проф. Граве в его „Эле. 
ментарном вурев теорни чисел.“ Киев, 1913 г. 
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сыпались в общество. Мо в мослелнее время постиг- 
нуто и несколько серьезных результатов, относя“ 
щихся к этой теореме. Так Виферих доказал в выс- 
шей степени интересную теорему: 

„ебли ху ==0 (мод Я решается во 
взаимно -простых < р числак (р есть простое 


число), то 
-1 


2 =0 (моп р) 


Р 
Теорема Вифериха обратила внимание на число 
р! 


4 (а) = 


Р 

{1909 г.) упрошенное доказательство этой теоремы; 
Мириманов и Вандивер нашли теоремы анало- 
гичные теореме Вифериха, по которым, еспи ура- 
ввение ры решимо в целых числах, 
то 4 (3) иа (5), также как и а (2}, сравнимы © нулем 
по модулю р”). Арифметические свойства Бернул- 
лиевых чисел, наприм., теоремы Штаудта и Адамс— 
Вороного прецставляют большой интерес (см.. упо- 
манутый курс проф. Граве). 


(частное Фермата). Фробениус пап 


ХУ, 
Теория чисей и математическое прирогозедение, 


руе Машг зе} лете аля 
Бейел Фезаел тлел Сефепт 

земейе 

Гаусс. 
В речи, произнесенной при открытим съезда Бри- 
танской Ассоциации в 1913 г, на тему о непрерыв- 
ности, Лопж говорит, что физические споры нашего 
времени в значительной степени вращаются около 
вопроса: кому бупет принадлежать окончательная 
победа в битве межшу прерывностью и непрерыв- 


%у°См. Сгейе" $ Уонги. Ва. 128, [Я 


ностью. Но этот спор не есть телько спор настоя. 
щего времени. Его начало совпалает с началом 
философии природоведения и ‘математики. Мы ви- 
дели в начале нашего очерка, что прерменый рял 
целых положительных чисел был пля философов 
Пифагорейской школы более чем символом, он ка- 
зался им основою явлений и притом явлений нё 
только мира материального. но н мира духовного. 
Мзучение геометрии привело к введению математи- 
ческого континуума, состоящего из вещественных 
чисел (рациональных и иррациональных) и в резуль- 
тате продолжительной работы мысли (см. главу УЙ 
анализ безконечно малых, основанный на понятий 
о непрерывном числе и функциональной зависимости 
межу рядами непрерывных чисел, дан возможность 
подчинить математическому ‘исследованию ‘явления 
природы, совершающиеся в непрерывном простран- 
стве и в непрерывное время. Ряц целых чисел по- 
видимому потерял свое значение и наука о иелом 
числе считалось одно время синонимом „ртоёнпез 
р!афзатёз её ачесаЫез“. Во. многих своих ариф- 
метических мемуарах Эйлер начинает с извинения 
и оправдания, что он занимается вопросами, 
хажущимися ненужными многим  математикам. 
Гаусс и Дирихле жаловались на отсутствие инте- 
реса и понимания проблем теории чисел. Позже 
Ламе говорит © многочисленных „А тасеигз Че 1а 
Чзеопе 4ез помЬтез“ н паже в 1905г, в речи, по- 
священной памяти Дирихле, Минковский только от 
будучцего ждет признания громалной важности 
арифметических исследований. 

Но спор между прерывным и непрерывным про- 
хопит не только через историю математики, но и 
через всю историю физики и химии. В истории 
теории вещества нет вопроса более важного, чем 
спор межлу плеротизмом и атомизмом, т.-е. спор 
по вопросу а том, состоит ли материя из пискрет- 


ных частиы или наполняет садошное пространство. 
Этот.спор велся еще в греческой фипософии на 
страницах. Физики и „Се Соею“ Аристотеля, опро- 
пергавшего атомизм Демокрита *). Он велся и в 
йндийской философии между материализыом Канады 
и спиритуализмом Шанкары. Ом возгорелся снова 
зэпоху возрожиения, и еще недавно наше поколе- 
ние пережило и „преополение научного материа- 
лизма“ и обращение Сввла-Оствальда к атомизму, 
благодаря открытиям в области электронной теории, 
теории коллоидов, пучистой энергим и кристалло- 
трафии. „Молекулярная реальность является позун- 
том настоящего.“ То или пругое отношение к пре- 
рывности и непрерывности в теории вещества имело 
несомненно влияние и по отношению физико-хими- 
ческих наук к теории чисел. 

Те простые численные отношения, в которые, на 
основании закона Рихтера и Дальтона 1808, вступают 
з химические соединения простые тела, побужвали 
искать связь между теориею чисел и химиею. 

На аналогии межлу сферью понятий химии и 
учением о целых числах настаивал Куммер. Простые 

. множители соответствуют простым телам химии, 
идеальные простые множители тем гипотетическим 
радикалам (таким гипотетическим элементом был 
до'.1866 г. фтор), которые еше не выделены, но 
которые, подобно идеальным числам, проявляются 
в составе сложных тел. Даже полятие об эквивалент- 
ности почти то же самое, кан и в теории вомплекс- 
ных чисел. В химии два весовых количества разных 
чел называются эквивалентными, если они взаимно 


_ 8) Сэтим спором вето лучше познакомиться по не раз 
упомявутому нами сочинению Лассвица. Прекрасное изложе- 
вие взглядов Аристотеля нахошим в „Зузте Чи толае“ 
понойного Пюгема. Интерасно отметить, что з числе много- 
численных › работ, посвяшенных Демокриту, находится, п 
донтерская диссертация Карла Маркса. 
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замешают круг пруга при процессе нейтрализации 
или в изоморфных смесях. Точно также и два 
ипеальных числа являются эквивалентными, если они 
при превращении другого илеального числа в веше- 
ственное заменяют пруг пруга. Все эти. аналогии, 
пишет Куммер, нельзя считать случайными; причина 
их заключается в том, что тния м теория чисел имеют 
своим предметом и основным началом хотя в разных 
сферах бытия-—одно и то же понятие о составе *). 

Развитие химни за вторую половину Х!Х столетия 
привело к новым точкам соприносновения между 
химиею и теориею чисел. Так учение об изомерии 
привела к вопросам комбинаторного анализа, изу- 
ченые которого было предметом работ английских 
математиков: Кзли, Сильвестра, Клиффорда и др. 
Периопический, закон Менпелеева, основанные на 
орпуулярной теории гипотезы для его объяснения, 

формулы Мозелея, связавшия с ряпом атомных 
чисел явления лучеиспускания химических элемен- 
тов, заставляют также искать в свойствах ряла це- 
лых чисел объяснение важнейших положений химии. 

Теория элементов действия (квант), проявляю- 
щаяся в химических явлениях, в которых массы 
могут взаимно действовать лишь в ‘отношениях 
точно определенных, но изменяющихся скачками, **) 
является новым побуждением к введению в мате- 
матическое природовенение методов учения о пре- 
рывном ряле пелых чисел, В гармоническом син- 
тезе учения о прерызном (теория квант) и учения 
с непрерывном (принцип наименьшего нействия) 
современная физика ищет идеальный образ мира, 


*} &ам. СтеЙе’5 Зоцга. Ва. 35 (847). Доцгпа! 4е 14оцуе уо1, 
16 (851, 
{“ Геызеля письмо Куммерз в Иро- 


=*} См. понлад. ла ха о законах черного пученспусиения 
м теорин чван: на Брюссельском конгрессе 494: 
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возможность решения „мировых загалок“, Одним 
путем это решение не достигается; говоря словами 
средневекового алхимика-искателя философского 
хамня: „ипо Шпеге поп ро!езЕ регуегте а@ Зап ит 
Эгап4е зесгеит“. 

Но если связь между теориею целого чиспа и 
химиею не вышла еше из стадии аналогий и от 
дельных примеров математической обработки хи- 
мических вопросов, то один из важнейших отдепов 
теории вешества-—учение о кристаллах, этих „ка“ 
пляк“ тверлого тела, благодаря работам Браве, Зонке, 
Жорлана, Е. С. Федорова и Шенфлиса может быть 
рассматриваем как отдел математики и связан в 
особенности тесно с теориею групп и с теориею 
целых чисел. Распределение точек-молекул, из ко- 
торых состоит кристалл волжно быть однородно, 
т.е. повторяться олинаковым образом в простран- 
<тве, и поэтому одна из задач кристаллографии 
состоит в том, чтобы найти все способы разбить 
пространства на отпельные многогранники, которые 
‚займут его без промежутков. Задача о выполнении 
пространства трех измерений „параллелоэпрами“ 
была решена Е. С. Федоровым, который доказал, 
что сушествует конечное число разновидностей 
параллелоздров и показал их значение для теории 
структуры кристаллов.”) Тот же результат был 
найлен на основании теории групп перемещений 
Шенфлисом.**) С точки зрения теории групп ис- 
слелования Федорова, Шенфлиса и Рона ***} равно. 


>) Начало учения с фигурах. 1885 г. Кеааге Рап-иий 
Раппиецииа (АБнала. 4ег К. Увуег. Акаа. 4. №. Малсвеп 
ХХ ВаЧ. 1859). 
Ктузаезумете опа Ктуманытакниг 1.е1р2з. 1891. 
#2) Ма. Аий. Вапф. 58. 
См. таюне в высшей степени замечательный мемуар Фро- 
беннуса (Вен. Вег. 1911), в котором знаменитый Берлин- 
ский математик выводит 32 класса кристаллов из теорем 
своей теории групповых характеров. 
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сильны показатёльству, что з Евкиидовском. (пара- 
бопическом) пространстве сушествует только ко- 
нечное число сушественно различных групп пере- 
мешерий с Ффунпаментальною ‚областью. Фунда- 
ментальная область каждой груплы перемещений 
вместе со всеми областями, получаемыми из нея с 
помощью всех перемешений группы и приводит к 
выполнению пространства, В 1900 г. на Париж- 
свом межлунаролном Конгрессе Гильберт поставил 
в числе „Математических проблем“ — вопрос: „Су- 
шествуют ли многогранники, которые, не будучи 
фундаментальными областями группы перемеще- 
ний, позволяют тем не менее выполнить без про- 
межутков все прост ранство“ и ставит в связь сэтим 
вопросом, важным для теории чисел с одной сто- 
роны, для физини и химин с пругой стороны и 
вопрос о том, как можно выполнить` пространства 
< возможно большею плотностью посредством без- 
конечного числа тел панной формы, например, шаров 
данного радиуса; пругими словами требуется разме- 
стить эти тела в пространстве так, чтобы отношение 
наполненного пространства к пустомубылод возмажно 
больше. На значение. этого вопроса лля теории 
структуры кристаллов указал в своих Балтиморских 
лекциях по молекулярной динамике Лора Кельвин*). 

В 1904 г. вопросу, поставленному Гильбертом, 
Минковский посвятил мемуар „о плотнейшем рез 
шетообразном расположении выпуклых тел“, **) в 
котором показап значение вопроса пля тебрии 
чисел. Изучение плотнейшего расположения шаров 
поставляет почти непосренственно все результаты 
панной Гоуссом и Дирихле теорин параллельных 
Нглоге Тесшгез оп лммесшаг аупапись Коп4оп. 
1904 р. 618. 

*) Мегхе ВЧ. И р. 1-42. См. такие его реферат на 3-м 
ународном Конгрессе в Гейдельберге: 27 Чеотеще 
Чег Хам ел. 
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решеток, т.е, теоремы арифметическое привене- 
ния положительных бинарных квадратичных форм, 
С другой стороны изучение наиболее плотного рас- 
положения октаздров доставляет теоремы, касаю- 
шиеся совместного приближения к пвум величинам 
< помощью рациональных дробей, имеющих один 
и тот же знаменатель *). 

Та тесная связь, которая таким образом через 

задачу о выполчении пространства установляется 
между теорнею вешества и теориею чисел, оправ- 
дывает ту уверенность, с которою Минковский го- 
ворил о приближении того времени, „Когда самая 
изысканная арифметика будет торжествовать в 
области физики и химии, когда, например, окажется, 
что существеннейшие свойства вешества анало’ 
гизны с разложением простых чисел на сумму 
авух квапратов“ **), 
‚. Тесная связь вопроса о призепении положитель- 
ных квапратичных форм < вопросом о выполнении 
пространств п-измерений была также предметом 
чрезвычайно глубоких исследований покойного 
Русского математика Г: Ф. Вороного, 

Но.не только в теории структуры вешества, но 
и в более сложных явлениях мертвой и живой при- 
роды мы встречаемся с вопросами, решение ко- 
торых приводит к ряду чисел целых и к залачам 
учения о целом числе. 

Учеными Пифагорейской школы было найдено 
гармоническое отношение между плинами копеб- 
лющихся струн, соответствующими музыкальной 
гармонии. Через 25 веков исследование с помошью 


*) Мемуары Минковского собраны в двух томах изданных 
Гильбертом в 1911: Геометрин чилел посвящено не доков 
ченное сочинение; Чеотеше 4ег Сашет 1910. 

Для первоначального ознакомления с своими метолами 
Миннолский напечатал: Оюррепйзене Арргохипанопей 1997. 

%*) Меще Ва, И. 5, 451. 
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хПубоКого математического анализа колебаний умру 
гой пластинки заставили Ламе выразить уверен- 
ность, что в будушем теория чисел сделается етоль 
же необходимою для математической физики, как 
и анализ безконечно малых. 

Современный кристаллограф. находит в развитии 
Форм кристаллов из нескольких первичных гра- 
ней по закону номплинании, объемлющему и закон 
рациональных копенсов и закон зон и закон по- 
стоянства гранных углов, проявление гармонических 
отношений между целыми числами *). 

В начале главы ХН мы говорили, что в ботани- 
ческих работах по филотаксису (распределение 
листьев на стволах растений), естествоиспытатели 
встретились с плоскостными решетками; изучение 
‘зтих решеток локазало им зависимость филотак- 
сиса от рялов целых чисел, связанных с простей- 
шими непрерывными дробями. Ряд чисел, знаме- 
нателей полходящих пробей к непрерывной дроби 


1.1 ‚в Ра, который {см. глава \У!} встра- 


типся Фибоначчи в запаче о кроликах, в ботаниче: 
счих работах, носит имя Брауна, первого ботаника, 
обратившего внимание на вопросы филотаксиса **). 

Несомненно, что по мере развития природове- 
дения оно будет ставить учению о целом, числе 


$) ст. У. бозевпичЬ Чебег Нагтоге ип@ СотрисаНоп. 
1907. Автор ищет аналогию межу гармониею кристалличе- 
свихъ форм, музыкальных тонов, цвЪтов м связывает число- 
вые отношения. найденные им в кристаллографии, с`теми 
числовыми отношениями, которые по занону Тициуса-Боде 
существует мезду расстояниями планет от солица. 

#*} С вопросом о Филотансисе, а также и другим приложе- 
вием тесрин решеток (к ткацному делу! читатель может 
познакомиться в статье проф. Котурнинного: Квинкунке и го 
применение к всисствознанию и ткацкому делу. Известия 
чехнологического института за 1893 г.). 
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учению © прерывном, как и анализу непрерыр- 
ного, новые задачи. В теории чисел оправдаотся 
«лова, которыми Фурье начинает свое прекрасное 
прелисповие к „ТНнёопе апауНдие де За сПа!виг“; 

„Глубокое изучение природы есть наиболее пло- 
дотворный источник математических открытий“. 

История учения о целом числе пает примеры 
поптверждающие мысль Фурье. Но рассматривае- 
мая в целом эта история представляет собою по- 
бедное шествие саморазвивающейся математиче- 
ской мысли, которая от лвух и трех походит до 
бесконечного ряда целых чисел, от равенства 
3:--42=53 восхолит к законам композиции квад- 
ратичных иррациональностей и от этих законов к 
общим законам произвольного алгебраического 
тела. И снова стоит перед нами вопрос об отно- 
шении межлу чистым „математическим“ и „варвар- 
<кою грязью чувственного мира“, вопрос, который 
‘решал некогда в Афинских сапах Академа великий 
греческий мудрец, неразрывно связывавший сэтим 
вопросом порогие пля него вопросы об идеальном 
воспитанни юношества и идеальном устройстве 
своего „Государства“, ^ 


Послесловие. 


Не только ученые, знакомые с современным ©о- 
стоянием науки о цепом числе, но и пругие внима- 
тельные читатели ‹заметят, что последния пять- 
зпесть глав написаны в ином уменьшенном мас 
штабе чем первые. Многое нужно было бы в них 
включить {первоначально предполагалось посвятить 
обобыя главы вопросам почти совсем не затрону- 
тым в книге, как- теории числовых функций, 
теории квадратных форм со многими переменными, 
теории последовательных максимумов и минимумов 
в связи с теориею непрерывных пробей и вопро- 
сом о приближенных значениях иррациональностей, 
Теории единиц, авдитивной теория чисел.) Автор 
просит смотреть на конец книги, как на программу 
пругой книги, которая должна полнее изобразить 
развитие теории чисел после Гаусса. Автор просит 
извинения у читателей, интерес которых не всегда 
будет удовлетворен и которым многое, по нело. 
статку формул и. отсутствию чертежей, по краткости 
излажения, останется, может быть, не понятным. 
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Но в свое оправдание автор полжен указать с 
одной стороны на то состояние духовного и даже 
физического безпокойства, которое не мог не пере- 
живать весною и летом 1919 г.. когла, писалась эта 
книга, один из препставителей рубской интеллигенции 
{справелливость требует, впрочем, сказать, что автор 
не привлекался к выгрузке дров и даже получал 
„детский“ паек), < другой на недостаток бумаги у 
издателей. Автор пользуется этим послесловием, 
чтобы выразить свою глубокую благоларность изра- 
телям за содействие и заботливость, столь тягост- 
ную при настоящем положении печатного дела, и 
проф. Я. В. Успенскому за его в высшей степени 
полезныя указания и советы и за его благожела- 
тельную критику. 
С, Петербург. 1 окт. 1919 г. 
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рол зело 


„С. Гальнезсон. АТЛАС ЛУНЫ, 


Йод рел. 71. М. Савьевние, ассистента Аетрономач. Обсерво- 
торий Петрогреисного Университета, Атлас содержит 24 та- 
блишы снимков лунной поверхности, исполненных по фотв- 
трафиям Парижской Обсернаторми, снабженных кальнами © 
нумерацией кратеров, названиями горных цепей и морей и 
богато иллюстрированиым объяснительным текстом, а папке. 
Первое изнание распропано. Готовится второв, значительно 
дополненное н расширенное. 

ИЗ ОТЗЫВОВ: „Небольшая зарнавнего формата книжиа содер- 
эле кесьми интелабный лодбар фотографий лунной повержисстя, 
„заечитанный таким образом, чтобы хать полное представление 96 
особенностях строеяия машесо вечного «путника. Паявление её 
ыальзя ка приротствовить, ть нам зеланиоличесний вид этого $ 
эмайшнего вдшето обода, Лрмы, и те свогобразные очертания, Которые 
ма нем видны ужо нераирукойным тлаасы, всегда привлекали и при 
Ялокаю РИНМАНИЕ КОЖЕ О, Ата РАЯШИТ ва небО, еная от него залу. 
чить ‘огяет на язчные запросы человечества. Имея в рунах ренензи_ 
оуеную инзжку, легко бузет разобраться, благоларя приложенным к 
Зартём налькам п обълинитольновуу тенелу.в тон сложном иа первый 
азгвял рельефе. который прелстарляет 1:ам поверхиость Луны, и 
оыделить завалов лбопытине ве оссбениости пля дальнейшего 
наблюдения в изучения Карманный формат книжен особенно будь? 
удобен для применения сп ве время наблющсиий, выполнение же 
Аба р ташом умвичиений не оставляет желать пучшега =. 
Изв. Руге. меиь О-ва. ХХИГ. № 23 


Ч. Бойс, проф. МЫЛЬНЫЕ ПУЗЫРИ. 


Лекции о волосносРИ и капиллярных явлениях, чизанные 
перед моловой 8+ чторией, Пер. с пося. англ. издания 8. №. 
Познера, пол: ред, 4. П, Афанасьева, ‘ассистента Петрогран- 
ского: Универчитела, с 80-ю рисунками в текстё и цветнай 
таблицей. 

ИЗ ОТЗЫВОВ; „. С зшобым удовещьстелем сиодузт отметить 
выхад ы спот зтоп прекрасной, таиантливой книжки, Грудно пове. 
вить, что ива столь скромных’ названием — „Мыльные Пувыри“— 
Ферааетыя орроциое Фотатотио содержания бОЧИИ ценая энцикл 
ея Фзичеаи они Я ЗФфеКТНЫЙ ПОЧИТеЛЬНЫЙ ОВО МНО. 
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УвеЯзичио научных свышоний, изюхекаеных внзмонитаи эртером ция 
Золонательных поций гэ опытов © мыльными пузыри а родствеле. 
Зымн явлениями, прямо поразетельна. Автор вунел включить в круг 
‹аоей, на перьый взгллы столь узкой, темы и Трудные вопроеы тс 
зни-—Как, напр опреполенне величины моленудирных сил чин месле- 
жевонйе ннтерферонини световых воли- и. рядом © инин, такие приму 
хическно. воплосы обиховной жизни, кок выведение жирных пйтет 
33 платье, борьба с комарами.., Вос эта органически вытекаее и тыЁ 
аироной практовки, изную удрлось паровитону вехору призать пик. 
ыоту своня лекций. ‘ост, Приз. 


Ф. Луэрбах, проф. Менского Университета. 
СЕМЬ АНОМАЛИЙ ВОДЫ. 


Пер. © нём. ‘под редакцией А. 17. Афанасьева, проф 
серв Второго Петроградского Университета, С 12 рис, 
(3 ОТЗЫВОВ: „ _Пасващениея столь, казалось бы, спьщиаяльм 
Ш узкой теме, изн” Рассмотрение физических особенноства во ш 
чнижка проф. Аузрбаха, благодаря блястящему популяризатерекому 
тальнту питора, Нисколько ив зитрудняет срасисго читателя, эко” 
зоного хотя ы’с нзчаткамя Природовокения,. Все тонкие вопросы 
верни настолько обетоятельне раръясняются я так хоръше нллж" 
стрируются ущачно подобранными сопостаалонияки, что читатель нем. 
ета пля себя вооленаатся п область тод „трукных” отдслоя физнки, где 
плуг усслелователя глусоко пзумтлет ноподитливую почв пррьзи. 
ах в другая кинка того жа ученого — „Цярлиа мира и че Ренье. 
278 интересная моно. зафия без сомиения надолго займат выдков масле 
= популярно чучной литератусе, 
Перевоя, выполненный па конпетонтной редакияей аимщияянет, 
Фрошо пересиет лестоинетял докторСКОЙ МаеБЫ изтеоа, вовеабразиё 
сечетыошел точнасть Я ОТЧегяНиОСтЬ Хий © ызтиатвам и вбрб- 
Бостыв стиля". Я. жене. 


$. Аузрбах, проф. НАРИНА МИРА_И ЕЕ ТЕНЬ. 

Общедоступное изложение оснований учения об энергий 
м энтропии. Пер. с немеци. под ‚ред, проф. А. М. 49м- 
яасрева. С 10 портретами. 

ИЗ ОТЗЫВОВ: „В популяркой лизбризури, рузаы, и миоетреииой: 
заио квечитать из 'ияо Успошных попытей нзломить в разьлезите 
лалие общелостуино величайший закон природы — захон сехра аниа 
энзргии, М пелону в широкой публике этот гссобъемлющий зака! 
прявалющий нсейенной, срввиительно общензюестеи Не лиш сле: 
нвлистам.физ, вам цзавотно, что РЯДОМ © Зтам законом вуществунт 
ЯЩЬ и другея, без знания которого ибльзя составить себе прьвильней 
иаотины ‘совёршаюникся в приропе явлений, Это необходима ц9- 
полненье ззнона постоянства анаргии с трудом поллазтоя общее 
яя:изму заложен №. и вез быть таким МаЕГерзм популярязании, нае 
итоф. $. Аузр:ак. нтобы удачио ашлопнить подабную залечу "В своей 
Е 
«дв и Це здинствейную популурную книжуу, посвященную этому ° 
сруаночу, ив гл`боко Интеречону предметр. Тан тесно связанному 
< нировозер н ем сое земзнного челоз2на, „Нарииа миря"—по оо. 
пому упозозиянию лоторе это энергия, а ве тень так н5э. „затровия”: 
зи, Степень рассеяния онезии: делающего св излошейней, мияе 
сареобной к новым преврашенаяи. 

„В Масаь Пр” № 4, 1919 :. 


о, Новыт перевок м Глок „Нвучноге Куигагздычаьате 
Потрогоай 1319 г. 
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„ВВЕДЕНИЕ В НАУКУ“, 


серия” книг излаваемых „Научным К-воми совместно © 
К вом „Науна и Школа“, редактируемая и преппринимаемая 
при участии компетентных специалистов, имеет пелью в ряде 
выпусков объемом от 3х ло 5-ти листов, каждый из которых. 
эредстаоляет собою самостоятельное целое, дать сжато из- 
ломенные, но полные руководящие уназания пля жела- 
ющих серьезно ознакомиться стем или иным отделом данной 
группы наук; . 

В каждом выпуске дается объективный обзор основных 
проблем. вопросов и направлений, ориентируюшие библио: 
графические уназания и краткий критический обзор глав- 
ной‘ литературы. преимущественно русской и переведенной 
ив русский язык. 

асть физико-математичесная выхолит под общей ре- 
женцией профессоров: ` А, {7. Афанась ва, А, В, Василиево. 
В. 5. Серафимова. /. А. Чугаевя в Ю. М. Шокальского и 
солержит отделы: 

Физика (25 вылуское], Астрономия (16 зыпуснов), Мате- 
втина (1 выпусков), Химия, География. 


ОЧЕРКИ ИЗ_ИСТОРИМ РУССКОЙ НАУКИ. 


иографии русских ученых и деятелей науки, очерки по 
чстории развития отдельных отраслей знания в России, 
история русских научных учреждении и т. п. 


НОВОЕ И СТАРОЕ В НАУКЕ. 


Непернодические сборники яо отвельным отраслям наук: 
Новое и старое в астрономии 

Новое и старое в химии. 

Нозое и старое в физике. 

Новое и старое в математике. 

Новое и старое в биологии. 

Новое и старое в географии. 


ДИ ААДАЕЕ 


ПЕЧАТАЮТСЯ И ГОТОВЯТСЯ К ПЕЧАТИ: 
А. Царт. КИРПИЧИ МИРОЗЛАНИЯ — атомы и мо- 
лекулы. С’ 45 рис. 


А. Базник. ВВЕДЕНИЕ ВО _ВСЕОБЩУЮ ХИМИЮ, 
С рисунками. 


№. Фатер. ЭЛЕХ 


НТЫ МАШИН, с 180 рис. 


А. Келер. АТМОСФЕРНОЕ ЭЛЕНТРИЧЕСТВО, пе- 
ревод А. Бианки, пол ред. П. Н. Тверского, 
физика Константиновской Обсерваторин. Со 
мног. рис. 

Ю. Шокальскый, проф. н В. Ахматов, проф. ГЕО- 
ГРАФИЧЕСК. КАРТА, её сущность, составненме 
и пользование ею. С рисунками. 

К, Клей. ОПЫТЫ ПО СВЕТУ НА ПРОСТЫХ ПРИБО- 
РАХ. Со 155 рис. 

В. Литыьман и Ф. Трир. ГЛЕ ОШИБКА? Собрание ма- 
тематических парапоксов. С 24-ыю чертежами. 

О. Хвольсон, проф. СПЕКТР РЕНТГЕНОВЫХ ЛУ. 
ЧЕЙ И ТЕОРИЯ БО С 7-ью чертежами. 

А. Фосс. СУЩНОСТЬ МАТЕМАТИКИ. Пер. с пере- 
работанного нем. издания И. Яшунского пол” 
рел. проф, А. В. Васильева. 

А. В. Васильев. проф. МЕЛОЕ ЧИСЛО. Историч. 
очерк < 24 рис. в тексте и отлельной таблицей. 

Его-ме. А. И. ЛОБАЧЕВСКИЙ. Очерк жизни и 
творчества. С рисунками. 


ПРОДАЖА ВО ВСЕХ КНИЖНЫХ МАГАЗИНАХ. 


Свклат изданий: 
„НАУКА и ТИКОЛА«, Литейный, 20. 


ром ти 


Готовитёя к печати того же автора: 


Н. И. ЛОБАЧЕВСКИЙ. Его жизнь и творчество. 


Биографический очерк из серии: Очерки из истории рус- 
ской науки, со мн. рисунками. 


КАТАЛОГ № 1 К-ва высылается бесплатно. 
Обращаться: Литейный 25, кв, 1. Тел. 39-14. 


Вышли нз печати, печатаются 
и готовятся. в мечати следую: 
НО издания 

Я 
аи 


В.Е гвиздательствя" 


ера ира озна ШЙ 


Атлас Луны. Тотовится 2-0е, дополениве 


С И чертежами. 
ИБН питон, С. 45 рисунками, 

Р. Фисер. 3 гы манин...С 125 рисунками. 

К. Клей. ОпьМЯ по свету непростых приборах. С./15Е АС 
К. Колер. Атмосферное электричество. Со мног. рис, 


Проф. Ю. Ню ский и проф. В, Ахматов, Геогифи- 
ческая карт 


В. Литиман а Ф: Трир. Где онибка. Математич. паре вье 
\ р: 


С; 54 черт. 

Проф. О д хгр рентгеновых лучей и тер 
Бор а. 

2А, Фосс, Су . Перевод с последнего: дения- 
НННОРО ие 


ния, под.ред. проф. А.В. Василе 


зозтявьви и ар накык око нраузвваваньна. 


кНННых МА ГАЗИНАХ. 


‚НАУНА и ЧЫКОЛА" 


д; 'ойный 34, тел, 6-12-89 и 5.08-08, 


